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II M éthodologie 11
1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13

1.1 Choix du système de coordonnées . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13
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5.1 Principe général . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 67
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7.2 Représentation contractée et méthode H.E.G. . . . . . . . . . . . . . . 82
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Le calcul des niveaux rovibrationnels excités d’une molécule polyatomique, où le nombre
d’atomes est supérieur ou égal à quatre, représente encore un défi pour le théoricien. Si les ni-
veaux vibrationnels les plus bas sont facilement accessibles dans la formulation de Watson1,
l’obtention d’harmoniques élevées n’est pas envisageable. En effet, cette approche repose sur
une description en termes de modes normaux2–4 qui perdent leur signification physique à plus
haute énergie. Or, différentes techniques spectroscopiques ont été mises au point ces vingt der-
nières années, permettant de sonder les niveaux jusqu’à un seuil de dissociation, et même parfois
au delà (niveaux prédissociatifs). Il s’agit notamment de :

1. la spectroscopie d’émission stimulée ou de fluorescence dispersée (SEP)5 ;

2. la spectroscopie intracavité laser6.
Ces expériences fournissent des spectres de plus en plus fins et précis, maisparallèlement

de plus en plus difficiles à interpréter.

Les calculs rovibrationnels((exacts)) comme ceux qui vont être présentés dans cette thèse
ont justement pour objectif de relever le défi lancé par les expérimentateurs en apportantune
compréhension très détaillée de la structure du spectre des moléculespolyatomiques.

Pour étudier la dynamique moléculaire, nous allons tout d’abord nous placer dans le cadre
très général de l’approximation de Born-Oppenheimer afin de traiter le mouvement des noyaux
séparément de celui des électrons. Cette approximation repose sur le faitque les noyaux sont
beaucoup plus lourds et donc plus lents que les électrons. Comme nous n’allons considérer
que l’état électronique fondamental, l’énergie électronique n’apparaı̂tra donc que sous la forme
d’une énergie potentielle qui est une fonction des positions relatives des noyaux (surface de
potentiel). Cette surface de potentiel est obtenue à l’aide des calculsab initio de la chimie
quantique qui ont connu un développement considérable ces vingt dernières années. Unautre
objectif très important des calculs((exacts)) de la dynamique des noyaux est justement detester
la qualité et le domaine de validité de ces surfaces de potentiel.

Pour pouvoir atteindre des niveaux vibrationnels très excités pouvant correspondre àdes
mouvements de grande amplitude des noyaux, nous allons abandonner les coordonnées nor-
males de la spectroscopie de vibration-rotation traditionnelle. Celles-ci nesont pertinentes que
pour des mouvements de faible amplitude autour d’une position d’équilibre. Pour une molécule
polyatomique, plusieurs ensembles de coordonnées internes sont alors possibles et la diversité
du choix de représentation des coordonnées augmente très rapidement avec le nombre d’atomes
de la molécule. Les divers ensembles de coordonnées envisagés comportent toujours 3N-6 co-
ordonnées internes (N est le nombre d’atomes de la molécule) qui décrivent l’arrangement des
atomes dans la molécule et trois angles d’Euler. En effet, la rotation de lamolécule est repérée
à l’aide d’un référentiel mobile lié à la molécule (le référentiel ((Body Fixed)) ou (BF)) dont
l’origine est placée au centre de gravité de la molécule, les axes tournantavec la molécule de
manière conventionnelle. Ce référentiel est alors repéré par les trois angles d’Euler par rapport
au référentiel de centre de gravité de la molécule (référentiel((Space Fixed)) ou (SF)) qui est
supposé galiléen puisque la molécule est isolée.Une étape crucialede l’étude de la dynamique
des noyaux est alorsle choix de l’ensemble des coordonnées internes et d’Euler qui dépend
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essentiellement de la représentation physique que l’on se fait de la molécule. Il faut insister ici
sur le fait qu’une mauvaise description de la molécule peut rendre impossible le calcul des états
vibrationnels.

Alors que la formulation de Watson permettait de répondre facilement au problème de
l’étude de la dynamique des noyaux, l’utilisation de coordonnées quelconques posele problème
très délicat du calcul de l’opérateur énergie cinétiqueassocié. En principe, cet opérateur peut
toujours être obtenu en partant de l’énergie cinétique en coordonnées cartésiennes de la molé-
cule et en effectuant le changement de variables qui fait passer des coordonnéescartésiennes
aux coordonnées que l’on a choisies pour décrire la molécule (approche de Podolsky7). Néan-
moins, le changement de variables peut se révéler très difficile à réaliser et surtout, le résultat
obtenu peut être inutilisable en raison de sa complexité.La première partie de cette thèse a pour
objectif de proposer une nouvelle méthode qui permet de contourner ces problèmes.

Une fois l’opérateur énergie cinétique obtenu, il faut encoredéfinir une base de fonctions
mathématiquesdes coordonnées pour exprimer l’opérateur hamiltonien sous forme matricielle.
Diagonaliser cette matrice revient alors à résoudre l’équation de Schr¨odinger indépendante du
temps et donne accès aux états propres de la molécule. Cependant, une telle approche peut être
utilisée pour des systèmes comportant quelques milliers d’états seulement(103 � N � 104),
pour des raisons d’encombrement mémoire (/ N2) et de temps de diagonalisation (/ N3). De
telles dimensions sont à peine suffisantes pour traiter les molécules triatomiques fortement ex-
citées vibrationnellement et/ou rotationnellement. En effet, seuls 10 à30 % des valeurs propres
obtenues (les plus basses) sont effectivement convergées. L’utilisation de la nouvelle génération
d’ordinateurs massivement parallèles repousse cette limite, sans pour autant permettre l’étude
de molécules tétra-atomiques fortement excitées. Afin d’étudier de tels spectres moléculaires
complexes, c’est-à-dire nécessitant de très grandes bases d’états moléculaires pour leur descrip-
tion, il est impératif derecourir à des méthodes numériques spécialement adaptées, par exemple
en améliorant la base moléculaire utilisée pour décrire le système ou en utilisant des méthodes
permettant le calcul sélectif de niveaux dans un domaine d’énergie donné.

L’objectif de ce travail de thèse est de développer une méthode numérique exacte permet-
tant, sans effectuer d’hypothèses, de simuler le spectre d’excitation rovibrationnelle de l’am-
moniac.

La molécule d’ammoniac est une molécule très étudiée en particulier pourl’analyse des
spectres planétaires enregistrés dans l’atmosphère de Jupiter et d’autres planètes géantes8–13. Il
existe en effet de nombreuses données expérimentales dans différents domaines du spectre14–16.

L’ammoniac est un système particulièrement délicat à étudier pour plusieurs raisons : tout
d’abord l’existence du mode d’inversion de l’ammoniac, dont la barrière d’inversion se situe
vers 1820 cm�1 seulement15;17–28, pose de nombreuses difficultés. Selon Papouseket al.29,
il faudrait au minimum un développement à l’ordre 10 du potentiel par rapport à laposition
d’équilibre, pour reproduire la barrière d’inversion avec une erreur inférieure à 1 %! L’effet
tunnel conduit à un dédoublement de tous les niveaux situés en dessous de la barrière. Ce dé-
doublement vaut0:79 cm�1 pour l’état fondamental, soit une fréquence associée d’environ 23.7
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GHz et donc une durée de vie associée de 42 ps. Cette propriété a d’ailleurs été exploitée pour
réaliser le Maser à Ammoniac30;31. La deuxième difficulté provient de la présence de résonances
de Fermi dès les premières harmoniques32, par exemple entre�1 et2�4 ou entre�3 et2�4 où�1,�2, �3, et�4 sont respectivement le mode d’élongation (((stretch))) symétrique, le mode d’inver-
sion (mode de déformation ou((bend)) symétrique), le mode d’élongation antisymétrique et le
mode de déformation antisymétrique. Il existe aussi une résonance de Darling-Dennison entre�1 et�333–35 visible à partir des harmoniques contenant trois quanta dans les modes d’étirement.
Toutes ces résonances compliquent considérablement le spectre de l’ammoniac36–38.

Cette thèse se décompose donc en deux parties :

1) un formalisme général qui fournit l’expression de l’opérateur énergiecinétique quelle
que soit la description((vectorielle)) de la molécule et qui permet d’éviter l’utilisation du calcul
différentiel. Cette approche fournit un cadre particulièrement adapté pour les systèmes possé-
dant des mouvements de grande amplitude.

2) Une application du formalisme précédent au spectre de l’ammoniac qui a nécessité la
mise en oeuvre de différentes méthodes numériques développées récemment pour l’étude des
systèmes de taille importante.
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1 Introduction

La détermination du spectre rovibrationnel d’une molécule supposela résolution de l’équa-
tion de Schrödingerindépendante du temps39;40 :Ĥ 	 = E 	
où Ĥ est l’opérateur Hamiltonien décrit parĤ = T̂ + V̂
où V̂ est le potentiel et̂T l’énergie cinétique1.

Dans tous les cas, tout calcul de spectre nécessite :

- de définir un système de coordonnées adapté à l’étude ;

- d’exprimer l’Hamiltonien à l’aide de ces coordonnées ;

- et enfin, de définir une base mathématique pour développer la fonction d’onde.

1.1 Choix du syst̀eme de coordonńees

Si on ne considère que le mouvement des noyaux, un système moléculaire consitué deN
atomes est décrit à l’aide de 3N coordonnées cartésiennes. Pour tirer profit du groupe de rotation
de la molécule44 et réduire ainsi la dimensionalité du problème, il est indispensable de séparer,

1. Il faut noter que les valeurs et fonctions propresfEm;	mg d’un HamiltonienĤ peuvent aussi être obtenues
par propagation dans le temps d’un paquet d’ondes initial aléatoire�041 :�t = expf�iĤt=�hg�0
La transformée de FourierCT (E) de la fonction d’autocorrélation< �0j�t >CT (E) = Z +T�T < �0j�t > eiEt=�hdt ; (.1)

correspond, en effet, à une combinaison linéaire de pics centrés autour des différentes valeurs propresEm. Il existe
également une méthode de diagonalisation filtrée, plus efficace, proposée par Neuhauseret al.42;43. Néanmoins,
nous ne parlerons pas de cette approche dépendante du tempsque nous n’avons pas utilisée durant cette thèse.
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dans la paramétrisation de la molécule, les mouvements d’ensemble (troiscoordonnées carté-
siennes pour décrire la translation d’ensemble et trois angles d’Euler pour décrire la rotation
d’ensemble) des mouvements internes de la molécule.

La molécule étant considérée comme isolée, le mouvement de translation d’ensemble, re-
péré par celui du centre de gravité de la molécule, est rectiligne et uniforme dans le référentiel
du laboratoire (noté (LF) de((Laboratory Fixed Frame))). Ce mouvement pouvant être totale-
ment séparé et donc éliminé dans l’écriture de l’Hamiltonien grâceau théorème du centre de
masse ou théorème de Koenig, nous n’en parlerons plus par la suite.
Pour éliminer la translation d’ensemble, on définit un nouveau référentiel ((Space Fixed Frame))
(SF), dont l’origine se situe au centre de gravité de la molécule et dont les axes sont parallèles
à ceux de (LF). Dans ce nouveau référentiel, le système n’est plus décrit que par 3N-3 coor-
données. On définit ensuite un troisième référentiel((Body Fixed Frame)) (BF), appelé aussi
référentiel mobile, dont l’orientation est repérée par trois angles d’Euler, et qui accompagne le
mouvement de rotation d’ensemble de la molécule de manière conventionnelle, permettant ainsi
de séparer la rotation d’ensemble des mouvements internes.

Une fois les trois angles d’Euler définis et la translation d’ensemble éliminée, il ne reste
plus que 3N-6 coordonnées internes pour décrire les mouvements de déformation de la mo-
lécule. La diversité du choix de systèmes de coordonnées augmente très rapidement avec le
nombre d’atomes. On peut citer comme exemples :

- les coordonnées normales, très utilisées pour les mouvements de petites amplitudes (ap-
proximation harmonique)2 ;

- les coordonnées de valence servant à décrire les mouvements dans des puitsfortement
anharmoniques45 ;

- les coordonnées de Jacobi46, utiles pour décrire les mouvements de grandes amplitudes
rencontrés, par exemple, au cours de réactions d’isomérisation ;

- les coordonnées hypersphériques pouvant décrire certains processus collisionnels, ou de
dissociation d’une part, ou les systèmes liés symétriques d’autre part47.

En fait, le choix du système de coordonnées est une étape cruciale. En effet, il est toujours
possible de définir un système de coordonnées optimal (voir Ref.48), mais ce système peut être
très compliqué et éloigné des systèmes de coordonnées les plus habituels comme ceux cités ci-
dessus. D’autre part, l’optimisation des coordonnées dépend sensiblement du domaine d’éner-
gie. En fait, il peut se révéler plus efficace d’optimiser les fonctions debase que les coordonnées.

Néanmoins, même s’il n’est pas optimal,le système de coordonnées doit répondre à un cer-
tain nombre d’attentes.

- Il doit conduire à un formalisme relativement simple pour ne pas alourdir les autres étapes
de la démarche générale.
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- Il doit être conforme à la description d’ordre zéro de la moléculeque l’on a en tête. En
effet, comme l’ont montré les calculs d’optimisation des coordonnées48, un système peu adapté
au problème physique peut conduire à un problème numérique insoluble et à un dédoublement
des niveaux situés en dessous de la barrière. Il est alors indispensable d’utiliser un très grand
nombre de fonctions de base pour converger les premiers états.

- Il doit tenir compte des symétrieséventuelles de la molécule, puisque l’utilisation de la
symétrie simplifie le traitement numérique de façon significative et permet un étiquetage plus
facile des niveaux moléculaires.

Dans le cas de NH3, nous présenterons dans la section 4.2 un exemple de système de coor-
données adapté à un problème physique très particulier.

1.2 Calcul de l’oṕerateur énergie cińetique

Il faut aussi être capable d’exprimer l’opérateur énergie cinétique (opérateur différentiel) en
fonction des coordonnées. Il serait souhaitable que cette étape n’ait pas d’influence sur le choix
des coordonnées. Ce n’est malheureusement pas le cas.
En effet, l’approche la plus générale, celle de Podolsky7;49–57, part de l’expression de l’énergie
cinétique en coordonnées cartésiennes. Si l’on dispose de l’expression des nouvelles coordon-
nées en fonction des coordonnées cartésiennes, on obtient directement l’op´erateur par un chan-
gement de variables. Cependant,l’approche de Podolsky est très difficile à mettre en oeuvrecar
elle fait appel au calcul différentiel donc à des calculs rapidement prohibitifs.
Même si la difficulté des calculs peut être contournée en faisant appel `a des logiciels de calculs
symboliques tels que Mathematica58;59, cela conduit souvent àdes expressions incroyablement
compliquéesimpliquant de nombreux termes51;57. Pour s’en convaincre, il suffit de se reporter à
l’expression de l’opérateur énergie cinétiqueT̂ de la moléculeH2O2 obtenue par Handy et col-
laborateurs, et qui utilise des coordonnées de valence : elle est constituéede 57 termes distincts
et nécessite plus de deux pages duJournal of Chemical Physics45.
D’autre part, chaque terme pris séparément n’est pas hermitique et n’a pas forcément la symé-
trie de la molécule, ce qui peut poser des difficultés lors de la résolution numérique de l’équa-
tion de Schrödinger. D’autre part, la signification physique des opérateurs pris individuellement
est très peu claire. Enfin le problème des singularités apparentes, termes devenant divergents
lorsque l’on s’approche des bornes de l’espace de définition (voir sections 3.1 et 4.3b), peut se
révéler sans solution.

Nous présenterons, dans la section 2, un formalisme vectoriel qui permet d’éviter tout calcul
différentiel et permet de contourner ces difficultés.
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1.3 Choix de la repŕesentation

En vue de la détermination variationnelle des états vibrationnels, il fautdéfinir une base
appropriée pour exprimer l’opérateur Hamiltonien sous forme matricielle39;40. La base mathé-
matique (dans la limite où le nombre de fonctions de base tend vers l’infini) doit être complète39.
En principe, la meilleure base correspond à celle qui minimise les termeshors diagonaux de la
matrice hamiltonienne. Cette propriété permet de diminuer la taille de labase nécessaire à la
convergence des niveaux recherchés. Dans cette thèse, le choix de la base primitive sera tou-
jours dicté par la forme de l’opérateur énergie cinétique, ce qui nous permettra de résoudre les
problèmes liés aux singularités apparentes très simplement.

Une fois établie l’expression dêT , nous proposerons une représentation angulaire et radiale
(voir section 3). Plus précisément, dans le cas de NH3, nous décrirons, dans la section 4.3, la
représentation primitive que nous utiliserons par la suite.
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2 Détermination de T̂ dans le cadre du formalisme vectoriel

2.1 Approche de Podolsky

La démarche la plus générale pour obtenir l’opérateur énergie cinétique en fonction de n’im-
porte quel système de coordonnées est celle qui découle le plus directement des principes de
la mécanique quantique. On part de l’expression de l’énergie cinétique en fonction des coor-
données cartésiennes, puis on quantifie cet opérateur par les méthodes habituelles. Ensuite, en
utilisant les relations qui relient les nouvelles coordonnées aux anciennes et en appliquant les
règles du calcul différentiel, on obtient l’expression de Podolsky7 :2T̂ =Xi;j p̂yqigij p̂qj (.2)p̂qi = �hi @@qi (.3)

La matriceg est donnée par le calcul différentiel. Il faut noter que nous nous sommes placés
dans le cadre de la convention de normalisation euclidienne60, dans laquelle la fonction poids de
l’élément de volume intervenant dans les intégrales est le Jacobien du changement de variables.
Dans l’article de Podolsky7, l’auteur avait utilisé une autre convention (celle de Wilson60) dans
laquelle les moments conjugués sont tous hermitiques2. En outre, dans ce dernier cas, il apparaı̂t
toujours un terme extrapotentiel c’est à dire purement multiplicatif60. En fait, toutes les expres-
sions donnant l’opérateur énergie cinétique sont établies plus ou moins directement à partir de
cette expression.

Le formalisme vectoriel que nous allons présenter maintenant n’échappe pas à cette règle :
il est construit de manière à donner exactement le même opérateur61–63 que celui obtenu à par-
tir de l’expression de Podolsky. La principale différence provient du fait qu’ilpermet d’éviter
le calcul différentiel en introduisantdes combinaisons linéaires de momentsque Chapuisatet
al.46;60;64–66 ont appeléquasi-momentset qui sont, dans notre cas particulier,des projections de
moments cinétiques. L’expression que nous donnerons n’est finalement qu’une généralisation à
plusieurs moments cinétiques, des formules déjà existantes donnantT̂ en fonction des projec-
tions du moment cinétique total (voir les références50;67, par exemple).

2. Il existe un lien direct entre la convention de normalisation qui impose l’élément de volume dans les intégrales
et l’hermiticité des opérateurs. En effet, pour un opérateur donné, l’opérateur adjoint est obtenu par intégration par
partie, et la forme de l’opérateur autoadjoint est imposée par l’action de cet opérateur sur la fonction poids de
l’élément de volume. Dans le cas de la convention de Wilson, la fonction poids est égale à un, c’est pourquoi tous
les moments conjugués sont hermitiques60.
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2.2 Le formalisme vectoriel : id́ee de base

Nous avons développé un formalisme vectoriel conduisant à l’expression deT̂ en évitant
tout calcul différentiel par l’introduction de combinaisons linéaires de moments : les projec-
tions de moments cinétiques. Ce formalisme peut être qualifié de((vectoriel)) car nous décrivons
la molécule à N atomes à l’aide de (N-1)vecteurs~Ri (i = 1; : : : ; N � 1) repérés chacun par3
coordonnées sphériques(Ri; �i; 'i).
Nous exprimeronŝT à l’aide de ces coordonnées etdes moments cinétiques~Li associés à ces
vecteurs. Si on développe danŝT les projections des~Li en fonction des moments associés aux
coordonnées, cela conduit à l’expression obtenue à l’aide de la formule de Podolsky.Cepen-
dant, notre approche présente les avantages suivants :

- le formalisme vectoriel donne l’opérateur énergie cinétique,en évitant tout calcul diffé-
rentiel et inversion de matrices, sous une formecompacte, parfois de taille très réduite (cas des
coordonnées orthogonales) et ceci quelque soit le nombre d’atomes. Les différents termes in-
tervenant dans l’Hamiltonien sonthermitiqueset possèdentune signification physique claire.

- Ce formalisme est valable pourun grand nombre de systèmes de coordonnéesorthogo-
nales (Jacobi ou Radau) ou non-orthogonales (valences ou toutes rotations de ces coordonnées).
Il permet d’introduire simplement les coordonnées qui rompent la description vectorielle, telles
que les coordonnées hypersphériques qui sont une reparamétrisation des coordonnées deJacobi,
ou des coordonnées dites de valence internes2.

- Il permet le choix dereprésentations adéquates qui éliminent les singularités((apparentes))
et qui permettent de traiter analytiquement la plupart des termes dans l’énergie cinétique du fait
de la présence des projections des moments cinétiques dans son expression .

- Il est adaptable à un grand nombre de systèmes. Nous donnerons deux exemples : ((H2O)2
et NH3).
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2.3 Détermination de T̂ pour un syst̀eme d́ecrit par (N-1) = n vecteurs de
Jacobi

Le formalisme vectoriel est général. Dans cette section, nous allonsl’appliquer à la descrip-
tion d’une molécule à l’aide de vecteurs de Jacobi c’est-à-dire en coordonnées orthogonales.
En effet, seule cette description a été utilisée lors de l’étude de NH3. Cependant, nous donnons,
dans l’Annexe 1, sa généralisation au cas où la molécule est décrite par un bouquet de vec-
teurs~Ri quelconques, pouvant être par exemple des vecteurs de valence. Les vecteurs de Jacobi
sont construits de telle sorte à ce que l’énergie cinétique associée soitdiagonale68. Ce sont tou-
jours des vecteurs d’extrémités distinctes reliant soit deux atomes, soit un centre de gravité d’un
groupe d’atomes et un atome, soit enfin, deux centres de gravité de groupe d’atomes.

Nous avons défini dans la section 1.1 trois référentiels : (LF), (SF) et(BF).
Il est important de noter dès maintenant quenous travaillerons toujours dans le référen-

tiel (SF) galiléen. En particulier, les moments cinétiques que nous allons introduire seront tous
calculés dans ce référentiel69;70. De ce fait, le moment cinétique total, décrit comme la somme
des moments cinétiques partiels, sera une constante du mouvement (isotropie de l’espace dans
(SF)). Le référentiel (BF) ne sera utilisé que pour séparer la rotation d’ensemble et pour projeter
les moments cinétiques.

On peut décrire toute molécule à N atomes par un jeu de n=N-1 vecteurs de Jacobi46 :(�!Ri; i = 1; : : : ; n)
Dans le référentiel (SF), chaque vecteur

�!Ri est repéré par trois coordonnées sphériques, ce qui
conduit à un jeu de 3N-3 coordonnées :(Ri; �SFi ; 'SFi ; i = 1; : : : ; n = N � 1).

En particulier, dans le cas des vecteurs de Jacobi, l’énergie cinétique classique est donnée
par l’expression suivante68 : 2T = nXi=1 ~P 2i�i (.4)

où�i est la masse réduite associée au i-ème vecteur46.
Dans cette expression, nous avons délibérément omis le terme concernant l’énergie de trans-

lation d’ensemble qui est séparable du reste de l’énergie cinétique (premier théorème de Koenig
ou théorème du centre de masse71;72 ). Ce terme est une constante prise égale à zéro pour la mo-
lécule isolée puisque nous travaillons dans le référentiel (SF).

D’autre part, par définition : ~Pi = @L@ _~Ri = @T@ _~Ri (.5)
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La dernière égalité n’est valable que parce que le système est conservatif.~Pi peut être exprimé en fonction du moment radialP ri et du moment cinétique~Li = ~Ri ^ ~Pi
associé au mouvement de~Ri : ~Pi = P ri ~ei � ~ei ^ ~LiRi (.6)

où~ei est le vecteur unitaire colinéaire à~Ri etP ri = @T@ _Ri .
On obtient donc finalement : 2T = nXi=1(P ri 2�i + ~L2i�iRi2 ) (.7)

En outre, le produit scalaire : ~L2i = L2ix + L2iy + L2iz (.8)

peut être calculé en utilisant les composantes dans n’importe quel référentiel.

Pour passer à l’opérateur quantique, on utilise une règle de quantification directe60;73;74 qui

indique que~̂Lyi ~̂Li est l’opérateur associé à~L2i . Ceci nous amène à l’expression suivante, en
utilisant la convention de normalisation euclidienne60 :2T̂ = nXi=1(��h2�i 1Ri @2@R2i Ri + ~̂Lyi ~̂Li�iR2i ) (.9)

Avec P̂ ri = �hi @@Ri et P̂ ri y = �hi @@Ri + 2�hiRi .
Jusqu’à présent, le problème était exprimé en terme de 3N-3 coordonnées.En fait, grâce à

l’isotropie de l’espace, il est possible dese ramener à un problème de taille inférieure.

En effet, la théorie des groupes de rotation69 précise qu’il est toujours possible de représen-
ter de façon univoque la rotation dans l’espace d’un solide, à l’aide de trois paramètres qui sont
les trois angles d’Euler que nous appellerons� , � et
 (voir Fig .1).

On appelle référentiel (E1), le référentiel obtenu à partir de (SF) par rotation de� autour
deGzSF et (E2) le référentiel obtenu à partir de (E1) par rotation de� autour deGyE1 . Le
référentiel obtenu par rotation de
 autour deGzE2 est le référentiel (BF) qui possède le même
axez que (E2) :GzE2 = GzBF .

Si on utilise des fonctions de base adaptées, c’est-à-dire les éléments de matrice de Wigner75 :qJ + 1=22� DJM 
�(�; �; 
);
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on traite le problème quantique de la rotation directement dans chaque représentation irréduc-
tible du groupe de rotation3. On tire ainsi profit du fait que J est un bon nombre quantique et du
fait que le problème est dégénéré en M, sa projection sur l’axeGzSF , puisque le choix deGzSF
est arbitraire61.

On passe donc directement d’un problème à 3N-3 à 3N-5 degrés de liberté.
D’autre part,le potentiel ne dépend plus que de 3N-6 coordonnées, ce qui représente un avan-
tage numérique considérable.

Le formalisme vectoriel permet de décrire très simplement la rotation d’ensemble et pour
ce faire il est nécessaire de définir le référentiel (BF). Pourcela, le mieux est d’aligner l’axe
z du référentiel (BF) avec~Rn qui est le vecteur du bouquet associé à la plus grande masse
réduite (plus cette masse sera grande par rapport à celle des autres vecteurs, meilleure sera
notre description).~Rn est repéré par�SFn et 'SFn dans (SF) de telle sorte qu’il suffit de poser
(voir Fig .2) : � = 'SFn� = �SFn (.10)

On réalise alors le changement de variables suivant :(Ri; �SFi ; 'SFi ; i = 1; : : : ; n = N � 1)! (Ri; �E2i ; 'E2i ; i = 1; : : : ; N � 2;Rn; �; �).
Ce choix des deux premiers angles d’Euler est particulièrement important puisqu’il fait ap-

paraı̂tre un nouvel axe de quantification :GzE2 = GzBF . On utilise en effet, la projection du
moment cinétique
 sur cet axe, comme nombre quantique dans les éléments de matrice de
Wigner.

Le choix du troisième angle d’Euler est bien moins important, puisque l’axe de quanti-
fication n’en dépend pas. Le plus simple est d’imposer que~Rn�1 reste dans le demi-plan(xBFGzBF ; xBF > 0) de telle sorte que
 = 'E2n�1 (voir Fig .2, .6 et .7). On réalise alors
le changement de variables suivant (voir Fig .1, .2, .6 et .7) :(Ri; �E2i ; 'E2i ; i = 1; : : : ; N � 2;Rn; �; �) ! (Ri; �BFi = �E2i ; 'BFi = 'E2i � 'E2n�1; i =1; : : : ; N � 3;Rn; �; �;Rn�1; �BFn�1 = �E2n�1; 
 = 'E2n�1).

On peut remarquer, à ce niveau, que cette manière de définir les trois angles d’Euler, à savoir
une rotation autour deGzSF puis une rotation autour deGyE1 et enfin une autre rotation autour
deGzE2 , est purement arbitraire. Il existe d’autres conventions qui consistent à permuter les
axes, mais celle-ci est de loin la plus utilisée actuellement.

Dans l’équation (.9), le termê~Lyi ~̂Li peut être calculé en utilisant les projections des moments
cinétiques sur les axes de n’importe quel référentiel en rotation, puisque les matrices de rotation
sont orthogonales.

3.
 est la projection de~J surGzBF .
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FIG. .1 –Séparation de la rotation d’ensemble :R�ef�erentiel (SF) NH33N � 3 9R�ef�erentiel (BF)Trois Angles d'Euler�, �, 
3N � 6 6Coordonn�ees internes R1, R2, R3�BF1 , �BF2 ,'BF1
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FIG. .2 –Séparation de la rotation d’ensemble dans la description vectorielle (n = 3) :

G
zSF

ySFxSF
zBF

yE2xE2
�SF3'SF3 ~R3
� = 'SF3� = �SF3

G
zBF

yE2xE2 'E22 ~R2

 = 'E22
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L’expression dêT (Eq. .9) en terme des moments cinétiques n’est pas satisfaisante sous cette
forme car elle ne fait pas apparaı̂tre explicitement le moment cinétiquetotal de la molécule, noté~J . D’autre part, pour exprimer les produits scalaires intervenant dans l’opérateur, nous sommes
amenés naturellement à projeter les moments cinétiques sur les axesdu référentiel (E2) ou (BF)
puisque nous avons imposé l’axeGzE2 = GzBF comme axe de quantification.

A ce niveau, il faut séparer les comportements des moments cinétiques en quatre groupes :

– ~Li ; i = 1; : : : ; n� 2 ;

– le moment cinétique associé au vecteur qui sert à définir le troisi`eme angle d’Euler~Ln�1 ;

– le moment cinétique du vecteur aligné avec l’axe de quantification~Ln ;

– et enfin le moment cinétique total~J.

1) ~Li ; i = 1; : : : ; n� 2 :

Le point le plus important concernant les vecteurs~Ri(i = 1; : : : ; n�2) est le fait qu’ils sont
mathématiquement indépendants des angles�SFn et 'SFn servant à définir le référentiel (E2)
ainsi que de'E2n�1 qui sert à définir le référentiel (BF).
Ces propriétés confèrent aux projections de ces moments cinétiques sur les axes (BF) et (E2),
exprimées en fonction des coordonnées définies dans ces référentiels etde leurs moments conju-
gués,des propriétés très simples. En fait, tout se passe comme si les changements de variables
(SF)! (E2) ou (BF) n’affectaient pas ces moments cinétiques. En d’autres termes, on peut
utiliser les projections sur (E2) ou (BF) comme s’il s’agissait de projections sur les axes d’un
référentiel fixe.
En premier lieu, ces projections sur les axes de (E2) ou (BF) vérifient lesrelations de commu-
tation habituelles comme le montre la théorie des groupes76 :[L̂ix; L̂iy] = i�hL̂iz ; [L̂iy; L̂iz] = i�hL̂ix ; [L̂iz; L̂ix] = i�hL̂iy (.11)

En outre, tous ces opérateurs sont hermitiques, et surtout, leur expression en fonction des angles
définis par rapport aux axes (E2) et (BF) et de leurs moments conjugués ont la même forme que
dans (SF) (avec la convention@q = @@q ) :L̂ix = i�h(sin'i@�i + cos'i cot �i@'i)L̂iy = i�h(� cos'i@�i + sin'i cot �i@'i)L̂i� = L̂ix � iL̂iy = �he�i'i [�@�i + i cot �i@'i]L̂iz = �i�h@'iL̂2i = ��h2( 1sin �i@�i sin �i@�i + 1sin2 �i@2'i)

(.12)
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2) ~Ln�1 :

Tout ce que nous venons de dire au point précédent est vrai pour les projections de ce mo-
ment cinétique sur les axes du référentiel (E2). En revanche, le vecteur ~Rn�1 sert à définir le
référentiel (BF) et son mouvement est contraint à l’intérieur de ce référentiel.

Ses projections sur les axes du référentiel (BF) ne vérifient plus les règles de commutation
habituelles(.11) et ne sont pas auto-adjointes. Leur expression est donnée par :L̂(n�1)xBF = � cot �BFn�1(ĴzBF � n�2Xi=1 L̂izBF )L̂(n�1)yBF = �i�h@�BFn�1L̂(n�1)zBF = ĴzBF � n�2Xi=1 L̂izBF

(.13)

On a de plus : (L̂(n�1)�BF )y = L̂(n�1)�BF � �h cot �n�1 (.14)

3) ~Ln :

Le mouvement du vecteur~Rn est contraint à rester le long de l’axe z du référentiel (BF).
L’expression des projectionsLnx etLny sur les axes (E2) ou (BF) est compliquée. Tandis que
par définition de (BF), on a : L̂nzBF = 0 (.15)

On voit donc queles relations de commutation habituelles (.11) ne sont pas du tout vérifiées.
Il faut noter que ce résultat ne contredit en aucune manière les principes de la mécanique quan-
tique puisque cette dernière relation n’apporte aucune certitude supplémentaire. En effet, l’axe
z du référentiel mobile est en mouvement et est lui-même touché par les relations d’incertitudes.

Le plus simple est de remplacer~̂Lyn ~̂Ln dans (.148) par( ~̂J �Pn�1i=1 ~̂Li)y( ~̂J �Pn�1i=1 ~̂Li). Le
terme correspondant dans l’expression de l’énergie cinétique contiendra le couplage de Corio-
lis.
Le fait d’avoir pris la masse réduite la plus grande possible permet donc bien de minimiser ce
couplage.

4) Le moment cinétique total~J :

Les projections sur les axes (BF) vérifient les relations inverséesbien connues75;70 :[ĴxBF ; ĴyBF ] = �i�hĴzBF ; [ĴyBF ; ĴzBF ] = �i�hĴxBF ; [ĴzBF ; ĴxBF ] = �i�hĴyBF (.16)Ĵ�BF = ĴixBF � iĴiyBF = i�he�i
[ 1sin�@� � i@� � cot �@
]
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ĴzBF = �i�h@
(Ĵ2)BF = ��h2[ 1sin�@� sin�@� + 1sin2 � (@�2 + @
2 � 2 cos �@�@
)]
(.17)

De 1), 2) et 3), il découle que les projections de~J sur les axes de (E2) ne vérifient ni les relations
normales ni les relations inversées et ne sont par hermitiques, c’est à dire que(Ĵ2)BF = ĴyĴ =(ĴyĴ)E2 6= (Ĵ2)E2.

En outre, il faut noter que de (.13) et (.16), il découle queL̂(n�1)xBF et L̂(n�1)zBF ne com-

mutent pas aveĉJxBF et ĴyBF , ce qui traduit une fois de plus le fait que le vecteur~Rn�1 est lié
au référentiel (BF).

On obtient finalement en éliminant le dernier moment cinétique et en tenant compte des
problèmes de commutation et du fait queL̂(n�1)yBF n’est pas auto-adjoint :~̂Lyn ~̂Ln = (~̂Lyn ~̂Ln)E2 = (~̂Lyn ~̂Ln)BF= ( ~̂J2 + (n�1Xi=1 ~̂Liy)(n�1Xi=1 ~̂Li)� 2 ~̂J(n�1Xi=1 ~̂Li))BF= ( ~̂Jy ~̂J + (n�1Xi=1 ~̂Li)2 � 2(n�1Xi=1 ~̂Li) ~̂J)E2 (.18)

Ce qui aboutit à la formule suivante pour l’opérateur énergie cinétique74 :2T̂ = nXi=1(��h2�i 1Ri @2@R2i Ri) + n�1Xi=1( ~̂Lyi ~̂Li�iR2i ) + ( ~̂J2 + (Pn�1i=1 ~̂Liy)(Pn�1i=1 ~̂Li)� 2 ~̂J(Pn�1i=1 ~̂Li))BF�nR2n
(.19)

En développant et en simplifiant :T̂ = nXi=1(� �h22�i 1Ri @2@R2i Ri) + n�1Xi;j=1;i<j 12�nR2n (~Li~Lj)BF+ n�1Xi=1( 12�nR2n + 12�iR2i )~̂Lyi ~̂Li� n�1Xi=1 1�nR2n ( ~J~Li)BF + ( ~̂J )2BF2�nR2n (.20)

L’ordre dans lequel se présentent les opérateurs n’est pas arbitraire et doit être conservé scru-
puleusement puisque certains opérateurs ne commutent pas entre eux (L̂(n�1)xBF et L̂(n�1)zBF
avecĴxBF et ĴyBF ).

Pour éviter tout malentendu, il faut insister sur le fait que les moments cinétiques apparais-
sant dans l’expression de l’énergie cinétique sont calculés dans le référentiel (SF) mais projetés
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sur les axes du référentiel (BF). En d’autres termes, les composantes sur (BF) (ou (E2)) des
moments cinétiques sont conçues comme des quasi-moments au sens de Nauts et Chapuisat60.

L’utilisation de ces moments cinétiques permet :

- d’éviter l’utilisation du calcul différentiel dans le calcul de l’opérateur énergie cinétique ;

- de donner un sens physique à chaque terme (de déformation, Coriolis, orientationnel...);

- d’éviter les difficultés inhérentes à la présence de((singularités apparentes))4 ;

- d’assurer l’hermiticité de chaque terme ;

- de conduire à une expression compacte.

Si on développe les projections de tous les moments sauf~J en fonction des coordonnées
et de leurs moments conjugués, on obtient l’expression de l’opérateur donné par les méthodes
habituelles45;50;67. Si l’on développe l’expression des projections de~J en fonction des angles
d’Euler, on obtient une expression identique à celle de Podolsky7, dans le cadre de la normali-
sation euclidienne.

Il faut noter que l’expression de l’opérateur énergie cinétique sous cette forme avait déjà
été donnée et utilisée dans le cas des molécules tri-atomiques (voir les références77–81). Notre
travail a permis de généraliser cette relation. Tous ces résultats sont valables pour n’importe
quel système de coordonnées orthogonales, en particulier pour les coordonnées de Radau82.

4. Voir paragraphe 3.1.
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2.4 Expression de l’́energie cińetique d’un syst̀eme śeparé en deux sous-
syst̀emes : application aux dim̀eres de Van der Waals

Nous allons montrer que le formalisme vectoriel s’adapte très bien au cas où la molécule
peut être séparée en deux sous-systèmes, comme dans le cas des dimères de Van der Waals, ce
qui permet de retrouver très simplement et sous une forme plus générale lesrésultats de l’article
de Brockset al.83 dans lequel l’équation (.27) est donnée (pour une étude plus complète voir
l’Appendice 2).

Plaçons nous tout d’abord dans le cadre de la mécanique classique et séparons la mol´ecule
en deux sous-systèmes A et B (composés de respectivementNA et NB atomes) qui peuvent
être deux monomères dans le cas d’un complexe de type Van der Waals, par exempleles deux
molécules d’eau dans le dimère de l’eau. On peut toujours écrire pour l’énergie cinétique :T = TA(SFA) + TB(SFB) + TGA + TGB (.21)

où SFA(B) est le référentiel centré au centre de gravité du syst`eme A(B) respectivement. Ces
deux référentiels ne sont plus galiléens puisqu’ils sont en translation non uniforme par rapport
à (SF).TGA(B) est l’énergie cinétique du centre de gravité de A(B) dans (SF). Cette dernière équation ne
traduit que la séparabilité de la translation d’ensemble d’un système, d´emontrée par le premier
théorème de Koenig (théorème du centre de masse).

Le sous-système A peut être décrit par un bouquet denA vecteurs de Jacobi (nA = NA � 1
oùNA désigne le nombre d’atomes du monomère A) :2TA = nAXi=1( ~L2iA�iAR2iA + P riA2�iA ) (.22)

On obtient exactement la même chose pour le monomère B en remplaçant partout A par B.
Il faut ajouter que le terme (TGA + TGB ) est l’énergie cinétique du problème à deux corps(GA;MA;GB;MB) oùMA(B) est la masse du sous-système A(B).

On peut donc réécrire l’énergie cinétique sous la forme :T = TA(SFA) + TB(SFB) + 12( ~L2R�RR2 + P rR2�R ) (.23)

où ~R est le vecteur de Jacobi qui relie les centres de gravité de A et de B avec�R = MAMBMA +MB (.24)

La quantification est directe :T̂ = T̂A + T̂B + 12( ~̂LRy ~̂LR�RR2 + P̂ ryR P̂ rR�R ) (.25)
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avec 2T̂A(B) = nA(B)Xi=1 ( ~̂LyiA(B)~̂LiA(B)�iA(B)R2iA(B) + P̂ ryiA(B)P̂ riA(B)�iA(B) ) (.26)

Il ne s’agit que d’un cas particulier de la description de Jacobi dans laquelle l’un des vecteurs
relieGA àGB (équation (.20)).

Pour séparer la rotation d’ensemble, il faut définir les angles d’Euler.
Les deux premiers angles d’Euler sont choisis de telle sorte que l’axe z du réf´erentiel (E2) est
parallèle à~R jouant ici le rôle du vecteur~Rn dans la section précédente. Comme cette défini-
tion est indépendante des vecteurs qui décrivent les deux sous systèmes, on peut localiser ces
vecteurs à l’aide des angles définis par rapport aux axes du référentiel(E2) sans que cela ne
pose le moindre problème. En particulier, l’action des projections des moments cinétiques as-
sociés sur des harmoniques sphériques contenant les angles (E2) vérifie les relations habituelles.

On remplace~LR par ~J � ~L :~̂LRy ~̂LR = ( ~̂Jy ~̂J + ~̂L2 � 2~̂L ~̂J)E2 (.27)

où ~L = �!LA +�!LB (.28)

avec
���!LA(B) le moment cinétique de A(B). Pour définir le troisième angle d’Euler, il suffit de

l’identifier avec l’un des angles dièdres qui localisent l’un des vecteurs de Jacobi dans (E2), les
autres vecteurs étant localisés par un angle dièdre défini dans (BF). Mais cela n’oblige pas à
utiliser les projections des moments cinétiques dans (BF), on peut utiliser celles dans (E2) pour

calculer le produit scalairê~LRy ~̂LR.

Pour introduire le moment cinétique de chaque sous-système on peut appliquer à chaque
monomère ce que nous avons fait pour la molécule totale. En effet, on peut définir unréférentiel
BF(A)ou(B) : pour cela on fait jouer un rôle particulier à l’un des vecteurs~RnA(B) avecnA(B) =NA(B)�1 qui décrivent le monomère A (B) et on aligne l’axe z de BFA(B) suivant ce vecteur ce
qui revient à identifier les deux premiers angles d’Euler de A(B) avec les angles sphériques qui
localisent ce vecteur dans (E2) (voir Fig .3). Le troisième est l’angledièdre qui repère~RnA(B)�1
dans le référentiel E2A(B) obtenu à partir des deux premières rotations d’Euler appliquées à
(E2) (voir Fig .3). On a alors d’après (.20) :T̂A(B) = nA(B)Xi=1 (� �h22�iA(B) 1RiA(B) @2@R2iA(B)RiA(B))+ nA(B)�1Xi;j=1;i<j (~̂LiA(B)~̂LjA(B))BFA(B)2�nA(B)R2nA(B)+ nA(B)�1Xi=1 ( 12�nA(B)R2nA(B) + 12�iA(B)R2iA(B))~̂LyiA(B) ~̂LiA(B) + (~̂LA(B) )2BFA(B)2�nA(B)R2nA(B)
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FIG. .3 –Les dimèresR�ef�erentiel (SF)� = �SFR� = 'SFRR�ef�erentiel (E2), ~R == GzE2�A = �E2RnA �B = �E2RnB�A = 'E2RnA �B = 'E2RnB(E2A), ~RnA == GAzE2A (E2B), ~RnB == GBzE2B
A = 'E2ARnA�1 
B = 'E2BRnB�1R�ef�erentiel (BFA) R�ef�erentiel (BFB)
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FIG. .4 –Desciption de Jacobi du dimère de l’eau

2A

R

R
R

R
1A

1B
2B

R

� nA(B)�1Xi=1 (~̂LA(B)~̂LiA(B))BFA(B)�nA(B)R2nA(B)
(.29)

Ce qui donne pour le dimère de l’eau(nA = 2; nB = 2) (voir Fig .4) :T̂ = (� �h22�R 1R @2@R2R) + ( ~̂J2 + ~̂Ly~̂L� 2 ~̂J ~̂L)BF2�RR2+ 2Xi=1(� �h22�iA 1RiA @2@R2iARiA) + ( ~̂LA2 + ~̂L1Ay ~̂L1A � 2 ~̂LA ~̂L1A)BFA2�2AR22A + ~̂L1Ay ~̂L1A2�1AR21A+ 2Xi=1(� �h22�iB 1RiB @2@R2iBRiB) + ( ~̂LB2 + ~̂L1By ~̂L1B � 2 ~̂LB ~̂L1B)BFB2�2BR22B + ~̂L1By ~̂L1B2�1BR21B
(.30)

Le troisième angle d’Euler de la molécule s’identifie à'E2A2 ou'E2B2 .

Les résultats présentés ici possèdent un caractère tout à fait g´enéral. En effet, il est possible
de reparamétrer l’énergie cinétique de chaque monomère en utilisant toutes sortes de coor-
données : coordonnées de valence, de Radau. On peut même utiliser un Hamiltonien contraint
(contrainte rigide, rotateur rigide, contrainte adiabatique55;84), des coordonnées hypersphériques
ou des coordonnées de valence internes.
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3 Représentation angulaire dans le cadre du formalisme vec-
toriel

3.1 Repŕesentation angulaire d́ecoupĺee

L’expression de l’énergie cinétique (.20) conduit à penser que la base de fonctions la plus
naturelle est constituée d’harmoniques sphériquesY 
i`i (�i; 'i) pour décrire le mouvement de~Ri. Nous avons déjà vu que la rotation d’ensemble est traitée à partir d’éléments de matrice de
Wigner : < �; �; 
 j J;M;
 >= qJ + 1=22� DJM 
�(�; �; 
) (.31)

Le problème étant dégénéré en M, on peut travailler en posantM = 0, ce qui permet d’oublier
totalement le premier angle d’Euler. On utilise alors la base suivante69;85;86 :< (�); �; 
 j J; 0;
 >= Y 
J (�; 
)(�1)
 (.32)

En utilisant le fait que
n�1 = 
�Pn�2i=1 
i provenant de (.13) et (.15), la base angulaire totale
est alors :< (�); �; 
; �BFn�1; 'BF1 ; �BF1 ; : : : ; 'BFn�2; �BFn�2 j 
; `n�1; `1;
1; : : : ; `n�2;
n�2 >J=Y 
J (�; 
)(�1)
}
�
1�:::�
n�2`n�1 (cos(�BFn�1))Y 
1`1 (�BF1 ; 'BF1 ) : : : Y 
n�2`n�2 (�BFn�2; 'BFn�2) (.33)

où }
̀(cos(�)) est une fonction de Legendre normalisée, multipliée par(�1)
 et oùY 
` (�; ')
est une harmonique sphérique égale à}
̀(cos(�)) 1p2� exp(i
').

Le fait que le vecteur~Rn�1 soit lié au référentiel (BF) se traduit par le fait que l’angle d’Euler
 et le nombre quantique
 se trouvent en commun dans l’harmonique sphérique associée à~Ln�1 et celle associée à~J .
Plus précisément, l’élément de base (.33) peut s’exprimer en fonction desangles dans (E2) ou
(BF) : Y 
J (�; 
)}
�
1�:::�
n�2`n�1 (cos(�BFn�1))Y 
1`1 (�BF1 ; 'BF1 ) : : : Y 
n�2`n�2 (�BFn�2; 'BFn�2)= }
J (cos(�))Y 
�
1�:::�
n�2`n�1 (�BFn�1; 
)Y 
1`1 (�BF1 ; 'E21 ) : : : Y 
n�2`n�2 (�BFn�2; 'E2n�2) (.34)

(.35)

Sachant que�BFi = �E2i et'E2i = 'BFi + 'E2n�1 pouri = 1; : : : ; n� 2.
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En dépit de cela,l’action des opérateurs intervenant dans l’énergie cinétique (positionnés
explicitement dans l’ordre indiqué en (.20) !) sur les fonctions de base présentées ci-dessus est
tout à fait habituelle, comme nous allons le montrer.

Par exemple, en notant les fonctions de basef< angles j : : : >Jg, on obtient :L̂(n�1)zBF f< angles j : : : >Jg = i�h(
� n�2Xi=1 
i)f< angles j : : : >Jg (.36)

Nous allons explicitement détailler l’action des opérateurs qui posent le plus problème, à savoir :Ĵ�BF L̂(n�1)�BF f< angles j : : : >Jg = �h2c�(J;
)c�(`n�1;
n�1)f< angles j 
 � 1; `n�1; `1;
1; : : : ; `n�2;
n�2 >J
(.37)

Comme nous allons le voir, le fait que les projections du moment cinétique total v´erifient les
règles de commutation inversées et donc que l’action des opérateursĴBF� soit inversée joue un
rôle très important.
En effet, on sait que les projections de~Ln�1 sur les axes du référentiel (E2) possèdent les
propriétés habituelles, en particulier :L̂(n�1)�E2Y 
�
1�:::�
n�2`n�1 (�BFn�1; 
)Y 
1`1 (�BF1 ; 'BF1 + 
) : : : Y 
n�2`n�2 (�BFn�2; 'BFn�2 + 
)= L̂(n�1)�E2Y 
n�1`n�1 (�E2n�1; 'E2n�1)Y 
1`1 (�E21 ; 'E21 ) : : : Y 
n�2`n�2 (�E2n�2; 'E2n�2)= �hc�(`n�1;
n�1)Y 
�1�
1�:::�
n�2`n�1 (�BFn�1; 
)Y 
1`1 (�BF1 ; 'BF1 + 
) : : : Y 
n�2`n�2 (�BFn�2; 'BFn�2 + 
)

(.38)

Il faut savoir alors que : L̂(n�1)�BF = e�i'E2n�1 L̂(n�1)�E2 (.39)

on obtient donc :L̂(n�1)�BF Y 
�
1�:::�
n�2`n�1 (�BFn�1; 
)Y 
1`1 (�E21 ; 'E21 ) : : : Y 
n�2`n�2 (�E2n�2; 'E2n�2)= �hc�(`n�1;
n�1)}
�1�
1�:::�
n�2`n�1 (cos �BFn�1)ei(
�
1�:::�
n�2)
p2�Y 
1`1 (�BF1 ; 'BF1 + 
) : : : Y 
n�2`n�2 (�BFn�2; 'BFn�2 + 
)= �hc�(`n�1;
n�1)}
�1�
1�:::�
n�2`n�1 (cos �BFn�1)ei(

)p2� Y 
1`1 (�BF1 ; 'BF1 ) : : : Y 
n�2`n�2 (�BFn�2; 'BFn�2)
(.40)
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En outre, comme :Y 
J (�; 0)}
�1�
1�:::�
n�2`n�1 (cos(�BFn�1))ei(

) = Y 
J (�; 
)}
�1�
1�:::�
n�2`n�1 (cos(�BFn�1)) (.41)

et Ĵ�(Y 
J (�; 
)(�1)
) = �hc�(J;
)Y 
�1J (�; 
)(�1)
�1 (.42)

Cette équation ne fait que traduire l’action de ces opérateurs sur les éléments de matrice de
Wigner dans le cas particulier oùM = 0. On obtient finalement :Ĵ�L̂(n�1)�BF f< angles j : : : >Jg= Ĵ�(Y 
J (�; 
)(�1)
)(�hc�(`n�1;
n�1)}
�1�
1�:::�
n�2`n�1 (cos �BFn�1)Y 
1`1 (�BF1 ; 'BF1 ) : : : Y 
n�2`n�2 (�BFn�2; 'BFn�2)= �h2c�(J;
)c�(`n�1;
n�1)Y 
�1J (�; 
)(�1)
�1}
�1�
1�:::�
n�2`n�1 (cos �BFn�1)Y 
1`1 (�BF1 ; 'BF1 ) : : : Y 
n�2`n�2 (�BFn�2; 'BFn�2)= �h2c�(J;
)c�(`n�1;
n�1) f< angles j 
� 1; `n�1; `1;
1; : : : ; `n�2;
n�2 >J(.43)

Il faut remarquer que rien n’oblige à utiliser une base d’harmoniques sphériques. En effet, rien
n’empêche de développer l’expression de l’opérateur énergie cinétiqueet d’utiliser des fonc-
tions très localisées lorsque le domaine physique est très réduit. Dans ce cas, l’utilisation du
formalisme vectoriel n’intervient que pour générer l’opérateur énergie cinétique sans passer par
le calcul différentiel et permet de comprendre l’origine de chaque terme en particulier pour re-
grouper les termes entre eux.

Il faut cependant faire attention au fait que certains termes divergent aux bornes de l’espace
de définition. Il s’agit en particulier des termes1R2i siRi = 0 et 1sin �i2 si �i = 0 ou�. Ces diver-
gences n’ont aucune signification physique et sont inhérentes aux défauts de représentation des
coordonnées sphériques puisqu’en ces points certaines coordonnées ne sont pas définies (voir
section 4.3b). On retrouve ce genre de problèmes quelque soit le système de coordonnées sauf
pour les coordonnées cartésiennes. Ces défauts portent sur des ensembles de mesure nulle, c’est
pourquoi la qualité de la description de l’espace n’est pas à remettre en cause. Néanmoins, ces
divergences posent certains problèmes numériques délicats. Nous verrons quel’utilisation des
bases d’harmoniques sphériques est un moyen efficace pour traiter ces divergences de façon
élégantepuisque tous les termes qui posent problèmes sont traités analytiquement (voir section
4.3b).

Tous les résultats que nous avons présentés sont valables pour tout système de coordonnées
orthogonales. En particulier, ils s’étendent directement aux coordonnées de Radau82 en chan-
geant les masses réduites. Ils peuvent aussi être généralisés aux coordonnées non orthogonales
(voir Appendice 1).
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3.2 Repŕesentations coupĺees : application aux t́etra-atomiques

Pour ne pas alourdir la présentation et pour introduire le cas de la molécule d’ammoniac,
nous allons nous placer dans le cas particulier destétra-atomiques.
Le formalisme vectoriel offre une grande diversité de choix de représentations87 et c’est ce que
nous allons illustrer ici.

Puisque nous ne considérons que quatre atomes, le nombre de vecteurs de Jacobi se réduit
à trois : c’est~R3 qui sert à définir l’axe de quantification du référentiel (BF) et~R2 qui sert à
définir les deux autres axes de ce référentiel.

3.2a) Couplage de~L1 et ~L2 :

Cette représentation angulaire est particulièrement adaptée lorsque le moment cinétique~L = ~L1 + ~L2 a une signification physique claire, c’est à dire lorsqu’il correspond au mo-
ment cinétique d’un monomère à l’intérieur d’un polymère (par exemple H2O dans le dimère
de l’eau) ou lorsque l’on veut traiter de façon totalement symétrique plusieurs atomes comme
les trois atomes d’hydrogène dans le cas de la molécule d’ammoniac.
Nous allons donc faire intervenir un nouveau moment cinétique :~L = ~L1+ ~L2 qui va permettre
de simplifier encore plus le formalisme. En effet, l’expression de l’énergie cinétique (.19) de-
vient :2T̂ = 3Xi=1(��h2�i 1Ri @2@R2i Ri) + (~̂L21)BF�1R21 + (~̂Ly2 ~̂L2)BF�2R22 + ( ~̂J2 + ~̂Ly~̂L � 2 ~̂J ~̂L)BF�3R23 (.44)

Il faut remarquer le fait suivant : LzBF = JzBF (.45)

puisque par construction : L3zBF = 0 (.46)

Il suffit d’utiliser maintenant la représentation couplée suivante :D(�); �; 
; �BF1 ; �BF2 ; 'BF1 jJ
LL1L2E =Y 
J (�; 
)(�1)
P j
1 j � L1j
2 j � L2 hL1; L2; 
1;
2jL;
i Y 
1L1 (�BF1 ; 'BF1 )Y 
2L2 (�BF2 ; 0) (.47)

où hL1; L2; 
1;
2jL;
i est le coefficient de Clebsch-Gordan75. En utilisant les résultats de la
section 3.1, il est possible de voir que cette représentation rend la partie angulaire de l’opérateur
énergie cinétique tri-diagonale.

3.2b) Couplage de~J et�~L :

Comme nous le verrons plus tard (voir paragraphe 4.3d), cette représentation angulaire per-
met de traiter facilement le cas de la singularité apparente lorsqueR3 peut être égal à zéro.
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En effet, il est possible d’aller encore plus loin dans la simplification en remarquant que cette
matrice de l’énergie cinétique tri-diagonale n’est rien d’autre que la matrice obtenue en couplant
les moments cinétiques~J de projection
 sur l’axe z du référentiel (BF) et�~L de projection�
. Coupler ces deux moments cinétiques revient à réintroduire le moment~L3 = ~J � ~L de
projection nulle sur l’axeGzBF (voir l’équation .15). Pour cela, il faut utiliser la représentation
angulairejJLL1L2L3i ce qui donne la base de fonctions suivante, dans notre système de coor-
données :D(�); �; 
; �BF1 ; �BF2 ; 'BF1 R3jJ LL1L2L3E =Xj
j�Min(J;L) hJ;L; 
;�
jL3; 0i D(�); �; 
; �BF1 ; �BF2 ; 'BF1 jJ
L� 
L1L2E

(.48)

Cette représentation rend la partie angulaire de l’énergie cinétique totalement diagonale :( ~̂J2 + ~̂Ly~̂L� 2 ~̂J ~̂L)BF jJLL1L2L3i = (~̂L3y ~̂L3)jJLL1L2L3i= L3(L3 + 1)�h2jJLL1L2L3i (.49)

Cette représentation est identique à celle obtenue en couplant tous les momentscinétiques,
exprimés en fonction des coordonnées définies par rapport aux axes (SF), par laméthode
habituelle39, et en posant la projection du moment cinétique total égale à zéro. Mais il y a
une très grande différence ici puisque le système de coordonnées n’est pas le mˆeme, certains
angles étant repérés par rapport aux axes d’un référentiel mobile.

3.2c) Ǵenéralisation aux coordonńees radiales :

En effet, jusqu’à présent, nous avons parlé uniquement de représentations angulaires. Peut-
on étendre ces résultats aux coordonnées radiales?
La réponse est oui. Il suffit de remarquer que l’équation différentielle :� �h2�3 1R3 @2@R23R3 + �h2L3(L3 + 1)�3R23 (.50)

est une équation de définition des fonctions de Bessel (Refs.88–90 et Chap. 10 dans Ref.91). En
effet, si l’on utilise la représentationjJLL1L2L3 kii telle queD(�); �; 
; �BF1 ; �BF2 ; 'BF1 R3jJ LL1L2L3kiE =Xj
j�Min(J;L) hJ;L; 
;�
jL3; 0i D(�); �; 
; �BF1 ; �BF2 ; 'BF1 jJ
L� 
L1L2ENi;l+1=2R�1=23 JL3+1=2(kiR3)

(.51)
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avecJL3+1=2(kiR3) une fonction de Bessel d’ordre demi-entier (Chap. 10 dans Ref.91),Ni;l+1=2
une constante de normalisation etki le nombre quantique associé aux fonctions de Bessel88,
alors on obtient dans cette représentation :(��h2 1R3 @2@R23R3 + ~̂Ly3 ~̂L3R23 )jJLL1L2L3 kii = (P r3 yP r3 + L3(L3 + 1)�h2R23 )jJLL1L2L3kii= k2i �h2jJLL1L2L3 kii (.52)

En conclusion, la représentation :D(�); �; 
; �BF1 ; �BF2 ; 'BF1 ; R1; R2; R3jJLL1L2L3 k1i k2i k3i E= D(�); �; 
; �BF1 ; �BF2 ; 'BF1 jJLL1L2L3E �NL1L2L3k1i k2i k3i R�1=21 JL1+1=2(k1iR1)R�1=22 JL2+1=2(k2iR2)R�1=23 JL3+1=2(k3iR3) (.53)

rend l’opérateur énergie cinétique totalement diagonal.

Cette base infinie de fonctions est complète quelque soit la région de l’espace explor´ee et
permet de faire disparaı̂tre toutes les divergences (((singularités apparentes))) liées aux défauts
de description des coordonnées sphériques5.

Ces différentes représentations peuvent être très utiles dans certains cas particuliers dont
nous donnerons quelques exemples par la suite : singularités apparentes, symétries de lamolé-
cule, séparation de la molécule en sous-systèmes...Un exemple sera donné à la section 4.2.

Dans d’autres cas, ces bases de fonctions peuvent s’avérer inadéquates : parexemple s’il n’y
a pas de singularité radiale et si la physique est très localisée, il peut ˆetre préférable d’utiliser
des bases de fonctions sinus à la place des fonctions de Bessel.

5. Si on applique une telle approche à un problème particulier, on ne peut pas travailler avec une base infinie,
la base ne sera donc jamais vraiment complète. En revanche,si l’on prend suffisamment de fonctions, on pourra
converger n’importe quel état à la précision voulue.
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4 Application : l’ étude de l’ammoniac

4.1 Modèle physique

Le choix du système de coordonnées dépend essentiellement de la représentation physique
modélisée que l’on se fait de la molécule. Quelle est-elle?

4.1a) Description en modes normaux :

D’une façon générale, l’idéal est d’avoirun lien clair entre les modes normaux de la mo-
lécule et le système de coordonnéesque l’on a choisi, ce qui conduit àune bonne description
d’ordre zéro de la molécule. Les modes normaux sont au nombre de quatre :
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FIG. .5 –Le mouvement d’inversion de NH3
N N

N

2008 cm-1

s

Req 0 Req
R3

E

Reaction Path

- Le mode d’inversion de la molécule (voir Fig .5), c’est-à-dire le modede déformation
(((bend))) symétrique (!2 vers 1109 cm�1, voir Ref.14), conduit àun mouvement de grande am-
plitude. C’est le mouvement dit du parapluie. L’inversion nécessite très peud’énergie puisque
la barrière se situe vers 1820 cm�1. Le puits de vibration associé possède un caractère très
fortement anharmonique, ce qui exclue de partir d’un modèle harmonique, même pour l’état
fondamental!L’effet tunneln’est pas négligeable pour les trois niveaux situés au-dessous de la
barrière. C’est donc ce mode de vibration qui est le plus difficile à traiter.

- Les autres modes de vibration sont le mode d’élongation (((stretch))) symétrique (!1 vers
3472 cm�1), le mode de déformation antisymétrique (!4 vers 1688 cm�1) et le mode d’élon-
gation antisymétrique (!3 vers 3598 cm�1 ) et correspondent à des mouvements beaucoup plus
localisés. Pour compliquer le problème, il existe plusieurs résonances de Fermi et de Darling-
Dennison14. D’autre part, il n’existe pas de séparation nette entre le mode de grande amplitude
et les autres modes, ce qui veut dire que dès que l’on monte en énergie il existe certainement
un couplage entre eux. La molécule d’ammoniac occupe donc une position intermédiaire entre
l’étude de mouvements relatifs d’un monomère par rapport à l’autre dans un dimère (où tous
les mouvements sont de grande amplitude) et l’étude habituelle des molécules semi-rigides dont
les vibrations sont localisées dans un seul puits.
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4.1b) La rotation d’ensemble

Il est avantageux de choisir l’axe de quantification (l’axe z du référentiel (BF)) parallèle à
l’axe (NGH3). En effet, dans l’approximation du rotateur rigide, il se trouve que la projection du
moment cinétique de la molécule~J sur cet axe est un bon nombre quantique (toupie symétrique
de constantes A = 9.94 cm�1 et B = 6.20 cm�1, voir Ref.30). Il faut donc faire intervenir ce
nombre quantique dans notre description, pour profiter du fait qu’il sera presque un bon nombre
quantique dans notre problème44, etminimiser ainsi le couplage de Coriolis.

4.1c) La syḿetrie de permutation

On sait que le groupe ponctuel de symétrie de l’ammoniac est C3v. Comme on envisage
aussi l’inversion de la molécule, il faut tenir compte de l’opération qui fait passer d’un isomère
à l’autre, à savoir l’opération de symétrie�h par rapport au plan perpendiculaire à l’axe (NGH3).
Ceci revient à dire qu’il faut considérer le groupe D3h et pas seulement C3v. En fait, ce n’est
pas suffisant car si l’on envisage de traiter aussi la rotation d’ensemble, les opérations de D3h ne
commutent pas avec certains termes de Coriolis intervenant dans l’énergie cinétique (voir para-
graphe 4.5). En effet, lorsqu’il y a de la rotation, les deux isomères ne sont plus physiquement
équivalents à cause des forces de Coriolis. Le groupe qu’il faut considérer est donc le groupe
de permutation inversionde la molécule D3h(M)2 (isomorphe à D3h) qui est le seul vrai groupe
de symétrie de la molécule44, si l’on envisage l’ensemble du problème rovibrationnel. Sa table
de caractère est précisée ci-dessous :D3h(M)2 E (123) (23) E� (123)� (23)�D3h E 2C3 3C2 �h 2S3 3�vA01 1 1 1 1 1 1A02 1 1 �1 1 1 �1E0 2 �1 0 2 �1 0A001 1 1 1 �1 �1 �1A002 1 1 �1 �1 �1 1E00 2 �1 0 �2 1 0

40



FIG. .6 –Description de Jacobi de NH3
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4.2 Choix du syst̀eme de coordonńees et́ecriture de T̂
4.2a) Description de Jacobi

Pour décrire la molécule, il est utile de partir de la description de Jacobisuivante (voir Fig
.6) : �!R1 = �����!H(a)H(b)�!R2 = ����!GabH(c)�!R3 = ���!GabcN (.54)Gab etGabc sont respectivement le centre de masse deH(a)H(b) et celui deH(a)H(b)H(c), G
étant le centre de masse de la molécule.

Les masses réduites associées aux vecteurs de Jacobi sont les suivantes:�1 = mH2�2 = 2mH3�3 = 3mH mNMTMT = 3mH +mN (.55)

On voit donc que�3 a une valeur nettement plus élevée que les deux autres masses réduites, ce
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FIG. .7 –Les coordonnées internes dans la description de Jacobi de NH3
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qui est une autre façon de justifier le choix de~R3 comme axe de quantification (voir Fig .7).

L’expression de l’opérateur énergie cinétique dans ce système de coordonnées est la suivante
(voir section 3.2a):2T̂ = 3Xi=1(��h2�i 1Ri @2@R2i Ri) + (~̂L21)BF�1R21 + (~̂Ly2 ~̂L2)BF�2R22 + ( ~̂J2 + ~̂Ly~̂L � 2 ~̂J ~̂L)BF�3R23 (.56)

où ~L est le moment cinétique du système H3.
Nous avons donc obtenu deux choses : l’axe de quantification est bien celui que nous dési-

rions et nous avons une coordonnée qui, comme nous le verrons à la section 4.2d, décrit bien le
mouvement d’inversion de l’ammoniac. Il s’agit deR3, la distance entreGabc et N.
Cependant, il reste le problème de la symétrie car les deux premiers vecteurs de Jacobi font
jouer à l’un des trois atomes d’hydrogène un rôle particulier. Cette caractéristique nous empê-
chera de construire les représentations irréductibles du groupe de permutation inversion de la
molécule. Ceci nous amène à sortir de la description purement vectoriellede la molécule.

4.2b) Introduction des coordonńees hypersph́eriques

Tout d’abord, nous pouvons remarquer que notre description nous a permis de séparer la
molécule en deux sous-systèmes : le groupe des trois atomes d’hydrogène et l’atome d’azote.
Le vecteur~R3 joue ici le rôle du vecteur~R de la section 2.4 puisqu’il relie les centres de gravité
des deux sous-systèmes, N etGabc. En effet, l’énergie cinétique s’écrit de la façon suivante :T̂ = 12 ( ~̂Jy ~̂J + ~̂L2 � 2~̂L ~̂J)E2�3R23 � 12 �h2�3 1R3 @2@R23R3 + T̂H3 (.57)

Nous allons maintenant reparamétrer le système H3 en fonction decoordonnées hypersphé-
riques, ce qui va nous permettre detraiter de façon totalement équivalente les trois atomes
d’hydrogène. Nous conservons le vecteur~R3 puisqu’il se transforme simplement par action des
opérations du groupe de permutation inversion (voir paragraphe 4.4).
De nombreuses publications ont été écrites à propos des coordonnées hypersphériques47;92–107.
Nous allons utiliser l’expression donnée par Pack et Parker103, incluant une permutation circu-
laire sur les axes, l’axe z étant perpendiculaire au plan des trois atomes d’hydrogène55 :T̂ = ( ~̂Jy ~̂J + ~̂L2 � 2~̂L ~̂J)E22�3R23 � �h22�3 1R3 @2@R23R3� �h22�%5 @@%%5 @@% � �h22�%2 [ 4sin 2� @@� sin 2� @@� + 1sin2� @2@'2 ]+ L̂2xPAS�%2(1 � sin �) + L̂2yPAS�%2(1 + sin �) + L̂2zPAS2�%2sin2� � i�h cos ��%2sin2� L̂zPAS @@'

(.58)

43



avec 0 � % � +10 � � � �=20 � ' � 2�� = mHp3 (.59)

les coordonnées hypersphériques sont obtenues en reparamétrant les projections des vecteurs
de Jacobi pondérés : R1xPAS=1:07457 = � cos (�=2 � �=4) cos'R1yPAS=1:07457 = �� sin (�=2� �=4) sin'R2xPAS � 1:07457 = � cos (�=2 � �=4) sin'R2yPAS � 1:07457 = � sin (�=2 � �=4) cos' (.60)

(PAS) désigne le référentiel principal d’inertie du système H3 et correspond au référentiel
(BFA) dans la description des dimères (section 2.4)). Nous décrirons la signification physique
de ces coordonnées dans la section 4.2d.
En outre, nous avons dupliqué le domaine de définition de' pour assurer la continuité des
fonctions de base et éviter l’utilisation de nombres quantiques demi-entiers103.

4.2c) Propriétés du moment cińetique des trois atomes d’hydrog̀ene :~L~L est une fonction de trois angles d’Euler internes�1; �1; 
1 qui servent à repérer le (PAS)
par rapport au référentiel (E2). L’expression des projections du moment cin´etique de H3 est
celle que l’on connaı̂t bien, puisque la définition de (E2) est indépendante mathématiquement
de la description de H3 :8>>>>>>>>><>>>>>>>>>: i�hL̂xE2 = � cos�1 cot�1 @@�1 � sin�1 @@�1 + cos�1sin �1 @@
1i�hL̂yE2 = � sin�1 cot�1 @@�1 + cos�1 @@�1 + sin�1sin�1 @@
1i�hL̂zE2 = @@�1 = i�hĴzE2 (.61)

après les trois rotations d’Euler, on obtient :8>>>>>>><>>>>>>>: i�hL̂xPAS = �cos 
1sin�1 @@�1 + sin 
1 @@�1 + cot�1 cot 
1 @@
1i�hL̂yPAS = sin 
1sin �1 @@�1 + cos 
1 @@�1 � cos �1 sin 
1 @@
1i�hL̂zPAS = @@
1 (.62)
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Il en découle que les projections de~L sur les axes de (E2) vérifient les règles de commutation
habituelles. En revanche, les projections sur les axes de (PAS) vérifientles règles inversées :[L̂xE2 ; L̂yE2 ] = i�hL̂zE2 (.63)[L̂xPAS ; L̂yPAS ] = �i�hL̂zPAS (.64)

(et permutations circulaires).

Si on remplace les projections de~L dans (.58) par leur expression (.62),on obtient une
expression pour̂T plus compliquée qui peut être comparée à celle obtenue à partir du calcul
différentiel7;56. En dépit du fait que les deux méthodes sont totalement différentes,nous avons
vérifié que les deux opérateurs sont identiques.

4.2d) Bilan sur les coordonńees

Nous obtenons bien finalementsix coordonnées internes et trois angles d’Euler:

- deux angles sphériques� et � qui localisent~R3 dans (SF) et qui correspondent aux deux
premiers angles d’Euler ;

- et�, �,' qui décrivent la forme et la taille du triangle H3. Pour comprendre la signification
de ces coordonnées, il suffit de remarquer qu’à la géométrie équilatérale : � = 0. Lorsque l’on
passe à des valeurs plus élevées de� en fixant' = 0, le triangle H3 devient isocèle, et si ensuite
on fait varier', le triangle devient quelconque.

- R3 qui va nous permettre de décrire l’isomérisation.

- Les trois angles d’Euler�1, �1, 
1 qui localisent (PAS) par rapport à (E2). Le troisième
angle d’Euler de la molécule est en fait
 = �1 (voir Fig .8). En effet, il décrit le mouvement
des trois atomes d’hydrogène autour de~R3 et le potentiel n’en dépend pas. Les deux angles�1
et
1 décrivent le mouvement interne du plan H3 par rapport à~R3.

L’élément de volume, dans le cadre de la convention de normalisation euclidienne, est donné
par : dV / %5 sin 2� sin �1R23 sin � dR3 d% d� d' d�1 d
1 d� d� d
 (.65)

Il est essentiel de remarquer que l’étude des modes normaux, à partir de la surface de po-
tentiel ab initio de l’ammoniac calculée par Martin, Lee et Taylor14, montre que ce choix de
système de coordonnées permet deséparer clairement les modes de vibration symétriquesdé-
crits par� et R3 et les modes antisymétriquesdécrits par les angles. En outre, le mode de
déformation symétrique (celui qui correspond au mode d’inversion) est décrit essentiellement
parR3, avec une dépendance en� mais à un ordre moindre. De même, le mode d’élongation
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FIG. .8 –Choix des angles d’EulerLe vecteur ~R3 est localis�e par deux angles dans SF.On aligne l'axe z du BF sur ce vecteur.� = 'SF3 et � = �SF3R�ef�erentiel E2On rep�ere le RPI de H3 par trois angles d'Euler dans E2.�1, �1, 
1R�ef�erentiel BF
 = �1
46



symétrique est décrit essentiellement par� (là encore,R3 joue aussi un rôle mais moindre).

De plus,l’étude du chemin réactionnel montre queR3 est aussi une bonne coordonnée ré-
actionnelle pour décrire la réaction d’isomérisationpuisque seul� varie légèrement le long de
ce chemin, les angles gardant leur valeur à l’équilibre. Enfin, il faut remarquer qu’à l’équilibre,
et même tout le long du chemin réactionnel, le potentiel ne dépend pas des angles' et
1 qui ne
sont plus définis. Nous verrons dans la section 4.3d) que cela présente un avantage num´erique
certain.

Pour conclure, nous résumons le lien qui existe entre les modes normaux et nos coordon-
nées. En effet, dans le tableau ci-dessous, les croix indiquent que la coordonnée en question
joue un rôle essentiel dans la description du mode normal et� indique que la coordonnée joue
un rôle moins important :

Mode normal � R3 �1 � 
1 'A1 !1 = 3471:9cm�1 � � 0 0 0 0
(mode de stretch symétrique)A1 !2 = 1109:2cm�1 � � 0 0 0 0

(mode de bend symétrique)E !3 = 3597:5cm�1 0 0 � � � �
(mode de stretch antisymétrique)E !4 = 1687:9cm�1 0 0 � � � �

(mode de bend antisymétrique)
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4.3 La moĺecule d’ammoniac : choix de le repŕesentation primitive

4.3a) Critères de choix de la repŕesentation

Comme dans la section 3.1), nous allons partir d’une base délocalisée, que nous appellerons
base((FBR)) de Finite Basis Représentation dans la partie numérique, et qui va nous permettre de
faire disparaı̂tre toutes les singularités apparentes. Ces fonctions de base correspondent toutes
aux fonctions propres d’un groupe d’opérateur intervenant dans l’énergie cinétique6.

La base de fonctions doit répondre à un certain nombre de critères :

- la base doit être complète(dans la limite où le nombre de fonctions tend vers l’infini), c’est-
à-dire qu’elle doit être capable de représenter tous les comportements de lafonction d’onde dans
le domaine physique dans lequel on travaille ;

- la base de fonctions doit permettre de traiter analytiquement les divergences apparentes
qui apparaissent dans l’opérateur énergie cinétique7.

Le choix de la base de fonction dépend donc des opérateurs intervenant dans l’Hamiltonien
car ce sont eux qui imposent le comportement de la fonction d’onde110.

4.3b) Les termes intervenant dans l’oṕerateur énergie cińetique

Dans cet opérateur, on trouve des opérateurs différentiels. Entre lesbornes de l’espace de
définition, il n’y a jamais de((singularités apparentes)). C’est pourquoi, une base de fonctionsC(1) (infiniment dérivables et continues) convient parfaitement pour décrire lecomportement
de la fonction d’onde dans ce domaine. Cependant, aux bornes de l’espace de définition peuvent
exister des singularités apparentes, c’est à dire que certains opérateurs peuvent diverger. L’élé-
ment de volume euclidien s’annule alors, ce qui veut dire qu’il est impossible de définir un
élément de volume élémentaire centré en ces points singuliers et certaines coordonnées ne sont
plus définies. Il faut noter que ces divergences n’ont pas de signification physique (ce quiex-

6. Il existe d’autres approches comme l’approche DVR (voir la partie numérique pour la définition de ce mot)

qui consiste à partir d’une base très localisée108;109.
7. En fait, cette condition n’est pas absolument obligatoire, car il est parfois possible de procéder autrement

dans les cas les plus simples, même dans le cas de l’approcheFBR.
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plique le mot((apparent))) et sont liées uniquement aux défauts des systèmes de coordonnées.
En fait, ces défauts portent sur des ensembles de mesure nulle, c’est pourquoi laqualité de la
description de l’espace n’est pas à remettre en cause.

Par exemple, si l’on décrit une particule en coordonnées sphériques, l’´elément de volume
est dV = R2 sin �dRd�d' (.66)

et l’opérateur énergie cinétique estT̂ / � 1R @2@R2R � 1sin �R2 @@� sin � @@� � 1sin2 �R2 @2@'2 (.67)

A l’origine du référentiel,R = 0 et � et' ne sont pas définis. De la même façon, le long de
l’axe z,� = 0 ou� et l’angle' n’est pas défini.

Pour contourner ce problème, le meilleur choix est de prendre une base qui soit solution de
l’équation différentielle associée. Par exemple, si l’on veut se débarrasser des singularités en� = 0 ou�, il est possible de choisir une base d’harmoniques sphériques :Y m` (�; ') = }m̀(cos(�)) 1p2� exp(im')
comme fonctions propres de l’opérateur angulaire. Cette base permet de décrire tous les com-
portements imposés par cet opérateur à la fonction d’onde et seulement ceux l`a. Ceci garantit
automatiquement la complétude de la base. En revanche, une base de polynômes de LegendreP 0̀(cos �) ne constituerait pas une base complète en� car les fonctionsP 2m+1` (cos �) ne peuvent
pas se décomposer sur des polynômes de Legendre!

Traiter les singularités apparentes revient donc à déterminer les fonctions qui sont solutions
des équations différentielles associées aux opérateurs intervenant dans l’énergie cinétique. Cela
conduit, en général, aux fonctions spéciales de la physique mathématique,qui sont des poly-
nômes orthogonaux multipliés par une((fonction poids)) liée à la convention de normalisation,
c’est à dire à l’élément de volume que l’on a choisi : fonctions de Jacobi, Bessel, Legendre,
Laguerre, Hermitte... Il faut remarquer que nous sommes amenés à construire des bases de
fonctions qui ne sont pas produit direct ce qui conduira à certaines complications lors du traite-
ment numérique (voir section 5.2c) de la partie numérique).
Si l’une des coordonnées est périodique (par exemple les angles dièdres de période 2�), la base
de fonctions doit avoir la même périodicité. C’est pourquoi, on utilise gén´eralement des ondes
planeseim' pour les angles dièdres.
Il faut aussi noter que l’utilisation de ces bases délocalisées permet deprédiagonaliser une par-
tie de l’opérateur énergie cinétique, ce qui peut représenter un avantagenumérique. En fait, tout
dépend aussi du comportement du potentiel.
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4.3c) Le terme potentiel

En général, le potentiel est une fonctionC(1) sur l’ensemble de définition. Néanmoins,
le potentiel peut prendre des valeurs très élevées qui réduisent considérablement le domaine
physique de notre système, et influencent sur le choix de la base de fonction. Par exemple, lors-
qu’une grande partie de l’espace de configuration n’est pas accessible pour des raisons énergé-
tiques, � � �min ou � � �max' � 'min ou ' � 'max )) V (�; ') � Vseuil ;
un ensemble de fonctions totalement délocalisées sur[0; �]� � [0; 2�]', telles que les Harmo-
niques Sphériques, ne constitue plus une base optimale. Il vaut mieux, dans ce cas, utiliser une
base de fonctions définies sur l’espace de configuration[�min; �max]� ['min; 'max], c’est à dire
travailler dans une((boı̂te)).

Dans pareil cas, le problème des singularités apparentes ne se pose plus puisque les bornes
du domaine de définition ne sont plus accessibles physiquement. Une possibilité est d’utiliser
une base de fonctionC(1) sur le domaine de la boı̂te comme une base de fonctions sinus. Le
comportement aux bornes de la boı̂te est sans importance, puisque cette région estinaccessible.
La base de fonctions sinus est donc complète.

4.3d) Application à l’ammoniac

Dans le cas de l’ammoniac, nous partons de neuf coordonnées :�; �; 
; �; �1; 
1; '; �;R3.
- Pour décrire la rotation d’ensemble nous allons utiliser les éléments dematrice de Wigner

normalisés : qJ + 1=22� DJM 
�(�; �; 
)
Cette base permet de traiter analytiquement les singularités apparentes del’énergie ciné-

tique lorsque� = 0 ou �, en plus des avantages que nous avons présentés plus haut. En effet,
on travaille directement dans chaque représentation irréductible du groupe de rotation, ce qui
permet de passer automatiquement d’un problème à3N�3 dimensions à un problème à3N�5
dimensions.

- Le mode d’élongation symétrique est décrit essentiellement par�. Comme l’indique la
valeur élevée de la pulsation (!1 vers 3471.9 cm�1), le potentiel varie très vite lorsque l’on fait
varier�. Ce qui se comprend bien, puisqu’il s’agit du mouvement d’élongation des trois atomes
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d’hydrogène. Comme expliqué à la section 4.3c), nous sommes amenés à travailler dans une
boı̂te[%min; %max] dont la taille et les bornes sont déterminées expérimentalement8.
D’autre part, l’énergie cinétique fait apparaı̂tre le terme� �h22�%5 @@%%5 @@%. L’élément de ligne est
en%5d%. Pour simplifier, nous allons changer la convention de normalisation, c’est à direfaire
passer l’élément%5 dans la fonction d’onde, ce qui modifie l’opérateur énergie cinétique. Le
terme� �h22�%5 @@%%5 @@% devient alors� �h22� @2@%2 + 15�h28�%2 .
L’élément de ligne s’écrit alors end%. De plus, il faut noter que% = 0 n’est pas accessible
physiquement : cela reviendrait à superposer les trois atomes d’hydrogène (% est lié à la taille
du triangle H3). En conclusion, le terme15�h28�%2 ne sera pas singulier, puisque l’on va prendre%min > 0.

On utilise alors la base de fonctions sinus :Sn(%) = s 2L sin n�(%� %min)L (.68)

oùL = %max � %min
- Comme nous avons fait apparaı̂tre explicitement le moment cinétique des trois atomes

d’hydrogène dans l’Hamiltonien, le plus naturel est d’utiliser la baseDL
 k�(0; �1; 
1) qui décrit
la rotation du (PAS) par rapport à (E2). Il faut noter que la projection de~L sur l’axe z de (E2)
est égale à
 puisqueJzE2 = LzE2 carL3zE2 = 0, par construction de (E2). k désigne donc la
projection de~L sur l’axe z de (PAS).
Les éléments de matrice de Wigner s’écrivent sous la forme d’un produit de fonctions de Jacobi
pour�1 et d’ondes planes pour
1.
L’utilisation de fonctions de Jacobi permet de traiter analytiquement les singularités en�1 = 0
et � correspondant à la géométrie d’équilibre des deux isomères (voir section4.5) : cette base
est donc complète pour le problème en�1.
Néanmoins, elles présentent le désavantage d’être totalement délocalisées sur tout le domaine
de définition[0; �]. Ceci ne présente aucun problème lorsque l’on explore les régions proches
de l’état de transition (R3 = 0). En effet, dans ce domaine, le potentiel dépend très peu de
l’angle�1 (voir section 4.5). En revanche, près de la géométrie d’équilibre, le potentiel dépend
violemment de cet angle puisqu’il correspond à un basculement des trois atomes d’hydrog`ene,
l’azote restant fixe. Ceci veut dire que l’on aura besoin de beaucoup de fonctions de base pour
converger les premiers états.
L’utilisation d’onde plane en
1 tient compte de la symétrie en2� de l’angle dièdre. D’autre
part, le fait que le potentiel ne dépende que très peu de cet angle rend particuli`erement perti-
nente l’utilisation de cette base délocalisée. On aura besoin, dans ce cas, de peu de fonctions
pour converger les premiers états.

- Pour l’angle', le plus naturel est d’utiliser une base d’ondes planesei�', puisque l’angle
est périodique et que le potentiel dépend peu de cet angle. Là encore, peu de fonctions seront

8. La taille de la boı̂te est définie par la valeur du potentiel : tous les points tels queV < Vcut sont inclus dans

la boı̂te, oùVcut est une valeur très élevée du potentiel.
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nécessaires pour converger les premiers états.

- Pour l’angle hypersphérique�, nous allons choisir une base de fonctions de Jacobi91;111 :P( jk+�j2 ;1)l (cos 2�)
qui permet de traiter la singularité en� = 0. Cette singularité correspond au cas où le tri-

angle H3 est équilatéral,' n’est plus alors défini et le potentiel n’en dépend plus, et donc à la
géométrie d’équilibre de l’ammoniac.

En effet, les termes singuliers dans :� �h22 [ 4sin 2� @@� sin 2� @@� + 1sin2� @2@'2 ] + L̂2xPAS(1� sin �) + L̂2yPAS(1 + sin �) + L̂2zPAS2sin2� � i�h cos �sin2� L̂zPAS @@' =� 2�h2sin 2� @@� sin 2� @@� + L̂2zPAS � �h2 @2@'2 � 2i�hL̂zPAS @@'(1� cos 2�)+2(~̂L2 � L̂2zPAS )(1 + cos 2�) + sin �(1 + cos 2�)(L̂2+ + L̂2�) + i�h2 cos2 �=2 L̂zPAS @@' (.69)

sont traités analytiquement, puisque(� 2�h2sin 2� @@� sin 2� @@� + L̂2zPAS � �h2 @2@'2 � 2i�hL̂zPAS @@'(1� cos 2�) )ei�'eik
1P( jk+�j2 ;1)l (cos 2�) =�h2(� 2sin 2� @@� sin 2� @@� + k2 + �2 + 2k�(1 � cos 2�) )ei�'eik
1P( jk+�j2 ;1)l (cos 2�) =�h28( (l + jk + �j4 + 12) (l + jk + �j4 + 32) � 12(1 + cos 2�))ei�'eik
1P( jk+�j2 ;1)l (cos 2�) (.70)

Il existe une autre singularité en� = �=2 mais qui est inaccessible physiquement puisqu’elle
correspond à la géométrie linéaire pour les trois atomes d’hydrogène.
Le potentiel varie assez vite en�, c’est pourquoi nous verrons par la suite qu’il est indispensable
d’utiliser une méthode de contraction pour réduire la taille de la base de fonctions decet angle.

- Pour traiter la singularité enR3 = 0 qui correspond à l’état de transition (géométrie plane),
nous procédons comme dans la section 3.2c, c’est à dire que nous utilisons la base qui couple~J et�~L et une base de fonctions de BesselR�1=23 JL3+1=2(kiR3). Comme pour%, on limite le
domaine de définition deR3 : [0; R3max].

Au total, cela donne la représentation :jJLL3 ki k l � ni qui, dans notre système de coor-
données, conduit à la base de fonctions suivante :h(�); �; 
; �1; 
1; R3; �; '; %jJLL3kikl�ni =Xj
j�Min(J;L) hJ;L; 
;�
jL3; 0i Y 
J (�; 
)qL + 1=22� DL
 k�(0; �1; 
1)
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NL3kilR�1=23 JL3+1=2(kiR3)ei�'Sn(%)P( jk+�j2 ; 1)l (cos 2�)
(.71)

Cette base de fonction est orthogonale.NL3kil est une constante de normalisation.

En conclusion,cette base est complète et permet de traiter analytiquement toutes les singu-
larités angulaires et radiales.

Les bases de fonctions de Jacobi, de fonctions de Bessel et de fonctions sinus vont subir une
contraction pour s’adapter au problème physique (voir dans la partie numérique, la section 7.2).
Plus tard, nous verrons que l’on peut associer aux bases de fonctions mathématiques unegrille,
qui va nous permettre de calculer l’action des termes multiplicatifs qui ne sontpas calculés
analytiquement. Il s’agit en particulier de1%2 , sin �(1+cos2�) et du potentiel.
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4.4 Repŕesentations irŕeductibles de l’ammoniac

Nous allons présenter l’expression des bases symétrisées dans le cadre de notre représen-
tation primitive. Le calcul de ces représentations irréductibles estindispensable si l’on veut
utiliser la symétrie pour réduire la taille du problème quantique.

Nous allons tout d’abord étudier l’action des opérations du groupe de permutation inversion
de l’ammoniac D3h(M)2 (voir section 4.2d et tableau A-9 dans ref.44). En premier lieu, comme
le vecteur~R3 n’est pas affecté par les opérations de permutation, le référentiel (E2) reste in-
variant sous l’action de ces opérations, c’est pourquoi l’action des permutations par paires et
cycliques sur les coordonnées est obtenue directement des références112;113 :(ij)264 
�1
1 375 = 264 � + 
� � �1� � 
1 375 (.72)(12)' = �'(13)' = �'� 4�=3(23)' = �'+ 4�=3(123)' = '+ 4�=3 (.73)

Les autres coordonnées ne sont pas affectées.

En revanche, l’inversionE� modifie ~R3 et donc (E2). Il est indispensable de rappeler que
cette inversion est effectuée par rapport à G, le centre de gravité del’ammoniac, et non par
rapport àGabc comme dans le cas du système H3 isolé. Néanmoins cela n’a pas d’incidence sur
les résultats. Quelque soit le vecteur, on peut écrire ((SF1) est le r´eférentiel centré surGabc et
d’axes parallèles à ceux de (SF)) :E�0B@ xSF1ySF1zSF1 1CA = E�(���!GabcG) + E�0B@ xSFySFzSF 1CA (.74)

Par définition : E�0B@ xSFySFzSF 1CA = �0B@ xSFySFzSF 1CA (.75)

En outre :E�(���!GabcG) = ���!GGabc.
Ce qui conduit à
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E�0B@ xSF1ySF1zSF1 1CA = �0B@ xSF1ySF1zSF1 1CA (.76)

A partir de maintenant, nous allons omettre de spécifier que les référentiels sont centrés par
rapport àGabc. De plusE�(�!R3) = ��!R3 de telle sorte queE�  �� ! =  � + �� � � !

(.77)

Par définition 0B@ xE2yE2zE2 1CA = Ry(��)Rz(��)0B@ xSFySFzSF 1CA= Rz(
)Ry(�1)Rz(
1)0B@ xPASyPASzPAS 1CA (.78)

avec Rz(�) = 0B@ cos� � sin� 0sin� cos� 00 0 1 1CA (.79)Ry(�) = 0B@ cos � 0 sin�0 1 0� sin � 0 cos � 1CA (.80)

donc E�(Ry(��)Rz(��)0B@ xSFySFzSF 1CA) = E�(Ry(��)Rz(��))E�(0B@ xSFySFzSF 1CA) (.81)= �Ry(�(� � �))Rz(�� � �)0B@ xSFySFzSF 1CA (.82)= 0B@ �xE2yE2zE2 1CA (.83)

et112;113 : E�0B@ xPASyPASzPAS 1CA = 0B@ xPASyPAS�zPAS 1CA (.84)
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ce qui donne 0B@ �xE2yE2zE2 1CA = E�(Rz(
)Ry(�1)Rz(
1))0B@ xPASyPAS�zPAS 1CA (.85)= Rz(
�)Ry(��1)Rz(
�1)0B@ xPASyPAS�zPAS 1CA (.86)= Rz(
�)Ry(��1)Rz(
��1 )0B@ �xPAS�yPAS�zPAS 1CA (.87)

avec
��1 = 
�1 + �. La seule solution possible est donc :8><>: ��1 = � � �1
�1 = 
1
� = �
 (.88)

Au total, on obtient : E�0BBB@ ��
�1 1CCCA = 0BBB@ � + �� � ��
� � �1 1CCCA (.89)

Les autres coordonnées ne sont pas affectées. Dans la représentationjMJLL3 ki k l � ni, telle
que h�; �; 
; �1; 
1; R3; �; '; %jMJLL3kikl�ni = Xj
j�Min(J;L) hJ;L; 
;�
jL3; 0iqJ + 1=22� DJM 
�(�; �; 
)(�1)
qL+ 1=22� DL
 k�(0; �1; 
1)NL3kilR�1=23 JL3+1=2(kiR3)ei�'Sn(%)P( jk+�j2 ;1)l (cos 2�) (.90)

Nous commençons par ne traiter que(DJM 
�(�; �; 
)DL
 k�(0; �1; 
1)ei�') (.91)

La représentationA01 (totalement symétrique) est donnée par9 :DJM 
�(�; �; 
)(DL
 k�(0; �1; 
1)[ei�' + ei�('+4�=3) + ei�('�4�=3)]+DL
 k�(�; � � �1; � � 
1)[e�i�' + e�i�('+4�=3) + e�i�('�4�=3)])+DJM 
�(�+ �; � � �;�
)(DL
 k�(0; � � �1; 
1)[ei�' + ei�('+4�=3) + ei�('�4�=3)]+DL
 k�(�; �1; � � 
1)[e�i�' + e�i�('+4�=3) + e�i�('�4�=3)])
(.92)

9. Pour cela, on utilise les projecteurs de la théorie des groupes.
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En outre, on aDJM 
�(�; �; 
) = eiM�dJM 
(�)ei

 et d’après les équations (3.67), (3.68) et
(3.75) dans la Ref.75, on a :dJM 
(� � �) = (�1)
+JdJM �
(��)= (�1)
+J (�1)
+MdJM �
(�)= (�1)J+MdJM �
(�)

(.93)

et de la même façon : dL
 k(� � �1) = (�1)k+LdL
�k(��1)= (�1)k+L(�1)
+kdL
�k(�1)= (�1)
+LdL
�k(�1)= (�1)L�kdL�
 k(�1) (.94)

de telle sorte queDJM 
�(�+ �; � � �; 0)DL
 k�(�
; � � �1; 
1) = eiM�(�1)JdJM �
(�)e�i

dL�
 k(�1)(�1)L�keik
1= (�1)J+L�kDJM �
�(�; �; 0)DL�
 k�(
; �1; 
1)
(.95)

La représentationA01 obtenue à partir de (.91) est donc :[1 + ei�4�=3 + e�i�4�=3](DJM 
�(�; �; 
)[DL
 k�(0; �1; 
1)ei�' + (�1)k+LDL
�k�(0; �1; 
1)e�i�'] +(�1)J+k+LDJM �
�(�; �; 
)[DL�
 k�(0; �1; 
1)ei�' + (�1)k+LDL�
�k�(0; �1; 
1)e�i�'])
(.96)

En conclusion, dans la représentationjMJLL1L2L3i76 on a :Xj
j�Min(J;L) hJ;L; 
;�
jL3; 0iDJM �
�(�; �; 
)DL�
 k�(0; �1; 
1)= (�1)J+L+L3 Xj
j�Min(J;L) hJ;L; �
; 
jL3; 0iDJM �
�(�; �; 
)DL�
 k�(0; �1; 
1)= (�1)J+L+L3 Xj
j�Min(J;L) hJ;L; 
;�
jL3; 0iDJM 
�(�; �; 
)DL
 k�(0; �1; 
1)
(.97)
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TAB . .1 –Parité dek + L3 pour chaque représentation� avecn = 0; 1; 2; ::: e désigne pair, o

désigne impair � Parité de� j�j Parité dek + L3A01 e 3n eA02 o 3n eA001 e 3n oA002 o 3n oE0 e=o 3n � 1 eE 00 e=o 3n � 2 o
Les fonctionsA01 sont donc de la forme :[1 + ei�4�=3 + e�i�4�=3](1 + (�1)k+L3)[ Xj
j�Min(J;L) (�1)
hJ;L; 
;�
jL3; 0iDJM 
�(�; �; 
)qJ + 1=22� qL+ 1=22�p2 (DL
 k�(0; �1; 
1)ei�' + (�1)k+LDL
�k�(0; �1; 
1)e�i�')]NL3kilR�1=23 JL3+1=2(kiR3) eik'Sn(%)P( jk+�j2 ;1)l (cos 2�)

(.98)

Quelque soit la représentation irréductible, le résultat est donc :[ Xj
j�Min(J;L) (�1)
hJ;L; 
;�
jL3; 0iDJM 
�(�; �; 
)qJ + 1=22�qL+ 1=22�p2 (DL
 k�(0; �1; 
1)ei�' + (�1)�+k+LDL
�k�(0; �1; 
1)e�i�')]NL3kilR�1=23 JL3+1=2(kiR3) eik'Sn(%)P( jk+�j2 ; 1)l (cos 2�) (.99)

Dans (.99), les valeurs des nombres quantiques k et� sont restreints pour chaque symétrie (voir
tableau 1). D’autre part, k et� sont soit tous les deux pairs, soit tous les deux impairs.
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4.5 Śeparation des deux isom̀eres

En choisissant notre système de coordonnées, nous avons précisé que la coordonnéeR3
était une bonne coordonnée de réaction pour décrire l’isomérisation. Ce n’est pas tout à fait
exact puisqueR3 ne permet pas de faire la différence entre les deux isomères. Comment donc
les distinguer dans notre système de coordonnées, sachant que l’un (Fig. .9 (a)) est l’image de
l’autre (Figure .9 (c)) dans un miroir plan?

Le groupe ponctuel de symétrie de NH3 à l’équilibre est C3v mais si le mode d’inversion est
considéré, c’est le groupe D3h qui doit être utilisé. D3h n’est pas, à proprement parler, le groupe
de symétrie de l’ammoniac car il fait passer d’un puits de potentiel à un autre(voir Chap. 3 dans
la Ref.44). Cependant, l’opération d’inversion commute avecV̂ ainsi qu’avec la partie purement
vibrationnelle deT̂ obtenue en posantJ = 0. Cette inversion est équivalente à une réflexion par
rapport au plan perpendiculaire à

�!R3 et passant par G, c’est à dire�(xGy)BF , et qui fait passer
l’ammoniac d’un puits de potentiel à l’autre, modifiant ainsi le référentiel (BF) (voir figures .9
(a), (c) et Fig. .10).

Le mode d’inversion de l’ammoniac peut se décomposer en (i) un mouvement de bascule-
ment du planH(a)H(b)H(c) en laissant~R3 (i.e.Gabc et N) et (BF) fixes (Figure .9 (b)) et (ii) une
rotation de� autour de l’axeyBF (Figure .9 (c)). Tout cela conduit à :�(xGy)BF 0BBB@ ��
�1 1CCCA = 0BBB@ � + �� � �� � 
� � �1 1CCCA (.100)

Il faut noter que le mouvement de basculement est très coûteux en énergie près de la géométrie
d’équilibre puisqu’il suppose que l’on détruit les liaisons (N-H) (voir Fig .10). Au contraire,
pour les plus petites valeurs deR3, ce mouvement devient de plus en plus facile et devient libre
à la limiteR3 ! 0 et dans ce caŝV est indépendant de�1 (voir Figure .10).

Nous sommes conscients du fait que les opérations du groupe ponctuel de symétrie C3v ainsi
que l’opération d’inversion ne sont plus de vraies opérations de symétrie lorsqueJ 6= 0 parce
que ces opérations ne commutent pas avec les termes de Coriolis, comme par exemple� �hi�3R32 sin�1 ĴxBF @@
1
provenant de �(~̂L ~̂J)E2�3R32 = �( ~̂J ~̂L)BF�3R32
En d’autres termes, les deux isomères ne sont plus équivalents lorsqueJ 6= 0. Cette situation
est comparable aux deux hémisphères de la terre : en chaque hemisphère les forces de Coriolis
ont des effets différents, et explique la nécessité d’utiliser le groupe depermutation inversion si
l’on envisage de traiter la rotation.
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FIG. .9 –Le mode d’inversion de NH3. La direction dezPAS suit la convention de référence113,
qui correspond au vecteur suivant :

�����!H(a)H(b) ^ ����!GabH(c).
La définition de
 (le troisième angle d’Euler) forcezPAS à pointer dans le demi plan

(xBFGzBF ; xBF > 0).

G

xBF

yBF

zBF
zPAS

H(a)

H(b)

H(c)

Gabc

xBF

zBF

H(b)
H(c)

zPAS

N

N

N

H(b)

H(c)

zPAS

xBF

yBF

zBF

(b)

(c)

β1

-β1

-β1

H(a)

H(a)

yBF

Gab

H(a)

H(b)

H(c)

N

N

H(b)H(c) H(a)

H(b)
H(c)

N

H(a)

(a)

60



FIG. .10 –Ce graphe représente une coupe de la surface de potentiel14 pour les valeurs de� = �eq; � = 0; ' = 0; 
1 = 0. La position d’équilibre (le zéro en énergie) est obtenue en

prenant3Req = 1:19Å et�1 = 0 (ou� pour l’isomère). Les courbes d’isopotentiel vont de 0 à

20000 cm�1, par pas de 1000cm�1.3R3
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Troisi ème partie

Méthodes nuḿeriques
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Introduction historique

La deuxième partie de cette thèse présente les résultats obtenus par r´esolution de l’équation
de Schrödinger indépendante du temps en partant de la formulation précédente. Cependant, la
résolution directe de cette équation, construction de la matrice hamiltonienne et diagonalisa-
tion, ne peut être utilisée que pour des systèmes comportant quelques milliers d’´etats seulement
(103 � N � 104), pour des raisons d’encombrement mémoire (/ N2) et de temps de diagona-
lisation (/ N3). On peut noter que, sur les ordinateurs du laboratoire (station IBM RISC 6000-
397), la taille maximale des matrices que l’on peut stoquer est de seulement8� 103 � 8� 103.
Pour des systèmes de tailles supérieures, comme l’étude des niveaux excités de l’ammoniac,
une telle approche devient très difficile car la convergence de ces états n´ecessite un très grand
nombre de fonctions primitives (supérieure à104). Il est doncabsolument indispensable de re-
courir à des méthodes numériques spécialement adaptées.

La méthode numérique utilisée pour étudier le spectre de l’ammoniac s’appelle ((Split Ha-
miltonian Pseudo-Spectral Approach)) et a été développée par Leforestieret al.pour l’étude des
dimères de Van der Waals Ar-H2O et (H2O)2114–116. Il s’agit essentiellement d’une approche
pseudospectrale non produit directe à six dimensions couplée à des méthodes de contraction
ainsi qu’à l’algorithme de Lanczos. On pourrait traduire le terme((Split Hamiltonian Pseudo-
spectral Approach)) par((méthode pseudospectrale appliquée à l’Hamiltonien scindé en parties)),
car comme nous le verrons par la suite l’Hamiltonien est scindé en différents opérateurs lors de
l’utilisation de l’algorithme de Lanczos. Le préfixe pseudo provient du fait que l’on passe de
façon intermédiaire sur des représentations grilles.

Initiée par Feit et Fleck41;117 et Kosloff et Kosloff118;119, cette méthode utilise deux dif-
férentes représentations associées à l’opérateur Hamiltonien. En effet, dans la formulation ini-
tiale, l’énergie cinétique était évaluée dans la représentation spectrale (une base d’ondes planes),
tandis qu’une grille était utilisée pour le potentiel. Les deux représentations sont équivalentes
puisque l’on passe de l’une à l’autre par une transformation unitaire (une transformée de Fou-
rier). Pendant de nombreuses années, cette méthode n’a été utilisée que pourla propagation
de paquets d’onde (voir Ref.120). Elle fut néanmoins introduite par la suite pour l’étude d’états
liés par Friesner et al.109 dans le cadre d’une approche pseudo-spectrale adiabatique (APS :((Adiabatic Pseudo-Spectral approach))). Cette approche, reposant sur l’algorithme de Lanc-
zos, fut utilisée pour l’étude de spectres d’émission stimulée. Son aspect innovateur reposait
sur la combinaison de la méthode de contraction adiabatique de Bac̆ić and Light121;122 (SAR :((Succesive Adiabatic Reduction))) et de la dualité entre les représentations grilles et spectrales.
D’un point de vue numérique, la représentation contractée est bien plus efficace que la base non
contractée. En effet, elle est associée à un spectre bien plus étroit ce qui accélère la convergence
d’algorithmes de diagonalisation tels que celui de Lanczos123–127. D’autre part, Friesneret al.
avaient utilisé un nombre de points de grille supérieur au nombre de fonctions spectrales, ce qui
permet de retrouver le principe variationnel qui n’est pas vérifié sinon128;129.
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L’étape suivante fut franchie par Corey et Lemoine130 qui ont généralisé la méthode pseudo-
spectrale aux bases non produit direct. Dans l’article initial, ils partaient d’une base d’harmo-
niques sphériques et passaient sur une grille à deux dimensions. L’utilisation des harmoniques
sphériques permettait de traiter de façon exacte les singularités angulaires qui sont intraitables
dans la représentation grille. Cette nouvelle approche se distingue de l’approche initiale131 parce
qu’elle n’utilise plus une transformation unitaire entre les deux représentations. Les représenta-
tions ne sont plus alors équivalentes, et c’est la base spectrale qui sert de représentation primi-
tive.
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5 Représentation grille

5.1 Principe ǵenéral

5.1a) Introduction

Une fois que l’on a choisi la base primitive (((FBR : Finite Basis Representation))) on est
en mesure de calculer analytiquement les éléments de matrices faisantintervenir les opérateurs
dérivatifs et singuliers de l’Hamiltonien. Mais comment calculer leséléments de matrice faisant
intervenir des opérateurs multiplicatifs tels que l’opérateur potentiel?
Dans la plupart des cas, ces intégrales pourraient être calculées analytiquement mais les temps
de calculs deviendraient alors rapidement prohibitifs car ces opérateurs ne sontplus du tout
diagonaux dans la base primitive. Il existe une autre voie très avantageuse d’un point de vue
numérique. Lorsque l’on veut faire agir un opérateur multiplicatif, ou de la même manière ca-
luler les éléments de matrice associés à cet opérateur, on passemomentanément sur la base dite((DVR)) ( ((Discrete Variable Representation)))119;128;131–134, dans laquelle, on suppose les opé-
rateurs multiplicatifs diagonaux, puis l’on revient à la base primitive. Nous allons voir quece
changement de baserevient àpasser momentanément en représentation((position)).

5.1b) La transformée de Fourier discr̀ete

Pour comprendre la signification physique de la représentation grille, nous allons commen-
cer par étudier le cas d’une particule dans un espace à une dimension. Si nous exprimons l’Ha-
miltonien en fonction de la coordonnée position x, on a :Ĥ = � �h22m @2@x2 + V̂ (x) (.101)

avec x 2]�1;+1[ (.102)

On peut développer l’étatj > sur les états propres de l’opérateur moment :j >= Z +1�1 < poj > jpo > dpo (.103)
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avec < xj >= Z +1�1 < poj > ei pox�hp2��hdpo (.104)

De même, on peut développer la fonction d’onde sur les états propres de l’opérateur position :j >= Z +1�1 < xoj > jxo > dxo (.105)

avec < xj >= Z +1�1 < xoj > �(x� xo)dxo (.106)

Les équations données ici présentent un certain nombre de problèmes, puisqueei pox�h et�(x � xo) ne sont pas des fonctions de base acceptables au sens habituel de la mécanique
quantique110, les ondes planes n’étant pas de carré sommable et les deltas de Dirac n’étant pas
des fonctions mais plutôt des distributions obtenues par passage à la limite d’une s´erie de fonc-
tions. En fait, tous les problèmes proviennent du fait que les variables sont continues.
Néanmoins deux remarques très importantes pour la suite sont à signaler.

- La première base semble plus adaptée pour calculer l’action de l’opérateur énergie ciné-
tique sur la fonction d’onde, puisque cette base rend diagonal cet opérateur. La deuxième base
est mieux adaptée pour l’opérateur énergie potentielle pour les mêmes raisons.

- Le passage d’une base à l’autre est toujours possible puisque elles sont liées l’une à l’autre
par une transformée de Fourier :< xoj >= 1p2��h Z +1�1 < poj > ei poxo�h dpo

Il faut noter que< xoj > et< poj > ne sont que deux façons équivalentes de décrire
la fonction d’onde dans l’espace des phases135. Le passage de l’une à l’autre se fait par un
changement de représentation qui n’est autre qu’une transformation unitaire : le passage de la
représentation((moment)) à la représentation((coordonnée)) (voir Chapitre V dans Réf.85).

Pour ne pas avoir à utiliser des bases de((fonctions)) qui posent problème, non intégrables ou
distributions, nous allons être amenés à représenter les sommes continues (intégrales) à l’aide
de sommes discrètes, et à utiliser une transformée de Fourier discrète. Pour la représentation
moment, il n’y aura aucune approximation puisque nous allons supposer que, pour des raisons
physiques, le domaine de définition sera limité (a � x � b) et que la fonction d’onde sera nulle
au-delà. En effet, on peut alors développer la fonction d’onde sur la base orthonormale discrète

suivante< xjpm >= ei pmx�hp(b�a) avecpm = �hm�(b�a) :< xj >= +1X�1 < pmj > ei pmx�hq(b� a) (.107)
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Sachant que l’on ne travaille qu’avec un nombre fini N de fonctions de base, la fonction d’onde
va être approchée de la façon suivante :< xj >' N2Xm=�N2 +1 < pmj > ei pmx�hq(b� a) (.108)

De la même façon, on peut développer la fonction d’onde sur une base de fonctions propres
de l’opérateur position< xjxm > :< xj >' N2Xm=�N2 +1 < xmj >< xjxm > (.109)

avecxm = a+m b�aN .

Ces nouvelles fonctions de base sont obtenues parune transformée de Fourier discrète135;136 :< xmj >= 1pN N2Xl=�N2 +1 < plj > ei plxm�h
Les fonctions< xjxm >= 1pN PN2l=�N2 +1 < xjpl > ei plxm�h ne peuvent pas rendre les opérateurs

multiplicatifs rigoureusement diagonaux puisque la somme est discrète.
En fait, les points qui échantillonnent l’espace de définition ainsi que la formedes fonctions< xjxm > sont choisis de telle sorte que l’erreur soit contrôlée et la plus petite possible. Si
l’on augmente indéfiniment le nombre de pointsxm, les intervalles deviennent si petits que la
somme discrète se confond avec une somme continue. On tend bien alors vers une représenta-
tion complète pour décrire l’espace des états.
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Maintenant, prenons un cas précis pour illustrer notre propos. Nous allons admettre que
l’on utilise une base deN = 9 fonctions sinus comme base primitive. Il ne s’agit que d’un cas
particulier de la base présentée ci-dessus, mais qui présente l’avantage d’utiliser des fonctions
réelles. Les fonctionsSn(x) de cette base de sinus définie dans l’intervalle[0; L] s’écrivent sous
la forme suivante : Sn(x) = s 2L sin n�xL (.110)

oùx 2 [0; L].
La théorie de Fourier discrète nous indique que les intégrales suivantes peuventêtre appro-

chées par des sommes discrètes(�x = LN+1) 10 :Z Xmax0 Sn(x)f(x)Sp(x)dx ' NXi=1�xSn(i�x)f(i�x)Sp(i�x) (.111)

Ce qui peut se mettre sous la forme :NXi=1�xSn(i�x)f(i�x)Sp(i�x) = NXi=1 < Snj�i >< �ijf j�i >< �ijSp > (.112)

en prenant< �ijSp >= p�xSp(i�x).
Si l’on impose< �ijf j�j >=< �ijf j�i > �ij, on a< Snjf jSp >= NXi=1 < Snj�i >< �ijf j�i >< �ijSp >= NXi;j=1 < Snj�i >< �ijf j�j >< �jjSp >

(.113)
Ces dernières équations montrent bien que nous avons réalisé un changement de base unitaire
qui fait passer de la base FBR à une base DVR :�i(X) =< XjXi = i ��x >; i = 1; : : : ; N

et que nous avons supposé que les fonctions DVR diagonalisent l’opérateur multiplicatiff(x).
La matrice de passage dite matrice de collocation est la suivante :Uin = s 2N + 1 sin i�nN + 1 (.114)

avec �i(X) = Xn=1;Ns 2N + 1 sin i�nN + 1Sn(X) (.115)�5(x) a la forme suivante :

10. Dans le cas de la transformée de Fourier, cela revient àcalculer l’intégrale par la méthode de trapèzes.
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FIG. .11 –Fonctions de la base DVR

Il s’agit d’une fonction valant un au point de grilleX5 et zéro aux autres points. Ceci se
retrouve facilement en utilisant les relations d’orthogonalité entre les fonctions sinus.Les fonc-
tions�p(X) deviennent de plus en plus localisées lorsqu’on augmente le nombre de points de
grille, et tendent vers des fonctions nulles partout sauf aux points de grille (où elle valent 1). Ce
sont donc bien des fonctions qui rendent diagonal tout opérateur multiplicatif. Si l’on prend des
petites valeurs de n et p, l’erreur que l’on fait sur le calcul de l’intégrale en discrétisant diminue
très rapidement avec l’augmentation du nombre de points de grille.
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5.1c) Diagonalisation de l’oṕerateur position dans la base d́elocaliśee

En général, lorsque les coordonnées ne sont pas cartésiennes, les fonctionsqui diagonalisent
les opérateurs dérivatifs ne sont pas des ondes planes mais d’autres types de fonctions telles que
les polynômes orthogonaux. Comme nous l’avons déjà vu, il est alors utile de travailler dans
cette base((primitive)) ; d’autre part, on peut être amené à inclure dans l’équation différentielle
de définition des termes multiplicatifs singuliers.

Un moyen très naturel d’obtenir une base localisée rendant approximativement les opéra-
teurs multiplicatifs diagonaux est dediagonaliser directement l’opérateur position dans la base
primitive, puisqu’on cherche justement à passer en représentation position. Dans le casd’un
angle plan, la base primitive associée est la base des polynômes de Legendre puisqu’elle rend
diagonal l’opérateur dérivatif associé :� 1sin � @@� sin � @@�P`(cos �) = `(` + 1)P`(cos �)Z �0 d(cos �)P`(cos �)P`0(cos �) = �``0

Ces fonctions sontdélocaliséessur tout l’intervalle�1 � cos � � +1.

On définit une base localiséej�� > en diagonalisant l’opérateur position dans la base des
polynômes. Les valeurs propres sont les points de grilles��. On réalise le changement de base
via une matrice de collocation U : fjP`ig ! fj��igj��i = X̀U�`jP`iU�` = p!�P`(cos ��)

où ��, !� sont les points de grille et les fonctions poids respectivement. Il n’y a d’approxi-
mation que parce que la base de départ est de taille finie. Ce procédé n’est pas reservé aux
polynômes orthogonaux mais peut être appliqué à n’importe quelle base orthonormale de fonc-
tions (voir section 7.2 sur la méthode H.E.G.).
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5.1d) Cas particulier des polyn̂omes orthogonaux : quadrature de Gauss

En fait, dans le cas particulier des familles de polynômes orthogonaux, le passagesur la base
délocalisée définie en 5.1b) permet de calculer,sans aucune approximation, toutes les intégrales
faisant intervenir l’opérateur position (cos �)135 :Z �0 d(cos �)P`(cos �)P`0 (cos �) cos �= LX�=1 cos ��P`(cos ��)!�P`0(cos ��)

où l; l0 � N , N (le nombre de fonctions) est fixé.

Le signe' est remplacé par un signe égal.
On peut poser le problème en sens inverse. Peut-on trouver un jeu de points de grilles et de
fonctions poids tels que toutes ces intégrales soient calculées de façon exacte par discrétisation?
La réponse est oui dans le cas des polynômes orthogonaux, la solution étant la même que celle
obtenue en 5.1b)135 . Ce problème, posé sous cette forme, est en effet, formellement identique
à celui ducalcul des intégrales à l’aide de quadratures de Gauss137;138 (Gauss-Legendre dans
notre cas particulier). On peut alors tirer profit de la théorie des polynômesorthogonaux pour
obtenir, de façon analytique, les points de grille qui sont, en fait, les zéros du polynôme de degré
N+1, ainsi que les fonctions poids. Ceci nous permet alors d’éviter la diagonalisation.
En fait, une erreur apparaı̂t lorsqu’à la place de la fonctioncos �, on place un polynôme de de-
gré supérieur, par exemple(cos �)2, comme c’est le cas lorsqu’on veut calculer les éléments de
matrice associés au potentiel. En effet, dans un tel cas, le polynôme àl’intérieur de l’intégrale
de degré supérieur à 2N+1. L’erreur est d’autant plus grande que le degré du polynômeest grand.

5.1e) Conclusion

L’utilisation d’une représentation grille permet de calculer les éléments de matrice associés
à un opérateur multiplicatif ou l’action de celui-ci sur un vecteur de la base primitive (FBR).
Pour cela, on réalise le changement de base unitaire qui fait passer de la base FBR délocalisée
à une base localisée DVR, en appliquant la matrice de collocation de changementde base sur
le vecteur de départ. On suppose que l’opérateur multiplicatif est diagonal sur cette base, puis
l’on revient sur la base de départ en appliquant la matrice transposée. L’erreur que l’on fait
est contrôlée par la théorie de Fourier ou celle des quadratures de Gauss11 . Il est possible de
généraliser ces méthodes à n’importe quelle base de fonctions orthonormales(voir section 7.2
sur la méthode H.E.G.).

11. Il existe aussi d’autres types de quadrature : Gauss-Lobatto, Gauss-Radau... On peut aussi montrer que la

transformée de Fourier discrète est en fait équivalenteà une quadrature de Gauss dans le cas des polynômes de

Chebycheff, pour laquelle il existerait une transformation rapide (NlogN) remplaçant la transformation classique

par produit de matrice (N2). Ceci explique l’extraordinaire puissance de la transformée de Fourier91;139;140.
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5.2 La méthode pseudo-spectrale

5.2a) Introduction

La méthode pseudo-spectrale n’est qu’une systématisation du schéma de collocation((FBR-
DVR))109;132;141;142 à des systèmes à plusieurs dimensions et surtout au cas où le nombre de
points de grille est supérieur au nombre de fonctions initiales.

Lorsque l’on utilise plus de points de grille que de fonctions de départ, on ne parle plus de
bases FBR ou DVR mais plutôt de représentation spectrale et de représentation grille.
L’action des opérateurs dérivatifs est évaluée dans la représentation spectrale et l’action des
opérateurs multiplicatifs, dans la représentation grille. Par exemple, pour l’action du potentiel,
on part d’une fonction développée sur une base à N variables de fonctions spectrales :�(x1ax2b : : :) = Xi1i2:::iN Ci1i2:::iN'(1)i1 (x1a)� '(2)i2 (x2b)� : : :� '(N)iN (xNp )
La transformation base!grille se fait par changements successifs en appliquant les matrices de
collocation sur les vecteurs de départ :U (n)qin / '(n)in (xnq )

a- f'(1)i1 g ! fx1ag �ai2 :::iN =Xi1 U (1)ai1Ci1i2:::iN
b- f'(2)i2 g ! fx2bg �abi3:::iN =Xi2 U (2)bi2�ai2i3:::iN: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :
p- f'(N)iN g ! fxNp g �ab:::p =XiN U (N)piN �ab:::iN

Les opérations sont particulièrement rapides puisqu’elles sont de type matrice�vecteur et donc
très efficaces. En effet, on fait agirV̂ �jxab:::p = V (x1ax2b : : : xNp )�ab:::p = �j(V )xab:::p
Si les matrices sont carrées, c’est à dire que l’on a autant de points de grilles que de fonctions
spectrales, le retour dans la représentation spectrale se fait par application des matrices de col-
location inverses. Cette opération n’est en fait qu’une transposée puisquela tranformation est
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unitaire12. �(V )ab:::iN =Xp U (N)iNp�(V )ab:::p
où U = hU (N)i�1: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :�(V )i1i2:::iN =Xa U (1)i1a�(V )ai2:::iN
Il faut remarquer que l’on peut utiliser la représentation grille comme représentation primitive,
c’est à dire utiliser le schéma de collocation dans le sens inverse de celui que nous avons pré-
senté jusqu’à maintenant. Cette dernière méthode est particulièrement adaptée lorsque l’on veut
réaliser une réduction adiabatique109.
La grille que l’on utilise est donc à plusieurs dimensions. D’autre part on utilise, en général,
plus de points de grille que de fonctions spectrales pour calculer toutes les intégrales avec le
moins d’erreur possible. Enfin, la méthode pseudo-spectrale a été étendue au cas particulière-
ment délicat des bases non-produit direct.

5.2b) Augmentation du nombre de points de grille

Pour montrer simplement l’intérêt de dissocier le nombre de points de grille du nombre de
fonctions de départ, nous allons nous placer dans le cas particulier des polynômes de Legendre.
Si on utilise 10 polynômes de Legendre, de degré de 0 à 9, toutes les intégrales de type :Z �0 d(cos �)f(cos �)
où f est un polynôme de degré inférieur ou égal à 19 (2 fois le nombre de points moins1), et en
particulier toutes les intégrales de type :Z �0 d(cos �)P`(cos �)P`0 (cos �) cos �
où ` et `0 sont inférieurs à 10, sont calculées de façon exacte si l’on utilise la quadrature de
Gauss-Legendre à 10 points (10 fonctions localisées). Par contre, si l’on prendun potentiel V
quadratique, l’intégrale : Z �0 d(cos �)P10(cos �)P10(cos �)V (cos �)

12. En général, les matrices ne sont plus carrées mais rectangulaires. Dans ce cas, on ne calcule pas la matrice

inverse directement. On part de la matrice carrée en prenant autant de fonctions spectrales que de points de grille,

on la transpose et on élimine les lignes associées aux fonctions spectrales surnuméraires.
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ne sera pas calculée de façon exacte avec une quadrature de Gauss-Legendre à 10points puisque
le polynôme, à l’intérieur de l’intégrale, est de degré 20. Le moyen le plus simple pour être sûr
de calculer toutes les intégrales de façon exacte est d’utiliser une quadrature à 11 points tout en
ne travaillant qu’avec 10 polynômes. Les points sont alors les zéros du 12ème polynôme, et non
plus ceux du 11ème polynôme.
D’une façon générale, quelque soit le polynôme pour lequel on cherche à déterminer les élé-
ments de matrice sur la base de N polynômes de Legendre, il existe un schéma de collocation
utilisant un nombre de points de grille (Nr correspond à N + degré du polynôme que l’on veut
intégrer) suffisant qui permet de calculer toutes les intégrales de façon exacte.

Ce procédé peut être étendu à tout schéma de collocation, en éliminantles erreurs résiduelles
dues aux approximations qu’implique la discrétisation des intégrales114;128. La construction de
la matrice de collocation est très simple, il suffit d’utiliser celleobtenue à partir deNr poly-
nômes et de tronquer les lignes ou les colonnes (pour la matrice transposée) correspondant aux
polynômes de degré supérieur à N. On obtientune matrice rectangulaireet le passage de la
représentation spectrale à la représentation grille n’est plus unitaire. En revanche, le passage de
la représentation spectrale à la représentation grille, suivi du retour à la représentation spectrale,
est toujours unitaire, ce qui fait qu’aucune information n’est perdue par ce processus.

Il faut remarquer que le fait d’utiliser un nombre de points de grille supérieur aunombre de
fonctions primitives nous permet de retrouver le principe variationnel qui ne serait plus vérifié
sinon.

5.2c) Le cas des repŕesentations non-produit direct

Comme nous l’avons déjà indiqué, le choix des fonctions localisées dépend de la famille
de fonctions que l’on utilise (fonctions de Fourier, fonctions de Legendre, de Laguerre, de Her-
mite...). Un problème supplémentaire se pose lorsque la base primitive n’est pas produit direct
comme c’était le cas pour l’ammoniac. En général, le fait que la basen’est pas produit direct est
lié au fait qu’il existe des termes singuliers faisant intervenir plusieurs coordonnées en même
temps. Pour traiter analytiquement ces singularités, on est amené tout naturellement à utiliser
des bases de fonctions couplées.

Un cas particulier bien connu est celui des harmoniques sphériques. Pour l’opérateur suivantT̂ / � 1R @2@R2R � 1sin �R2 @@� sin � @@� � 1sin2 �R2 @2@'2 (.116)

la singularité en� = 0 ou � est traitée analytiquement en utilisant la base d’harmoniques
sphériques, qui est un produit d’une fonction de Fourier par une fonction de Legendre :Y m` (�; ') = }m̀(cos(�)) 1p2�exp(im')
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Le point important est le fait que la base en� dépend de deux indices, ce qui fait qu’il y a
autant de familles de fonctions de Legendre, et donc de schémas de collocation, que de valeurs
de m. Il faut donc utiliser, a priori, autant de grilles que de valeurs de m, et donc utiliser une
représentation grille qui n’est plus, elle non plus, produit direct. Cependant, utiliser plusieurs
grilles pour chaque coordonnée alourdirait considérablement la méthode pseudo-spectrale et
augmenterait sensiblement le temps nécessaire pour évaluer les matrices associées aux opéra-
teurs multiplicatifs (ou leur action sur un vecteur dans la base primitive). C’est pourquoi, il faut
imposer l’utilisation d’une seule grille par coordonnée.
En effet, on peut se permettre d’utiliser, pour une famille de fonctions, un sch´ema de colloca-
tion qui n’est pas forcément le mieux adapté, mais qui est suffisamment proche pourque l’erreur
supplémentaire que l’on introduit puisse être compensée rapidement, en augmentant le nombre
de points de grille. Il faut préciser qu’il n’existe pas une grille unique associéeà une famille
de fonctions qui permette de rendre les opérateurs multiplicatifs diagonaux avecune bonne ap-
proximation.

Nous allons illustrer notre propos à l’aide des fonctions de Legendre. Lorsque m augmente,
les fonctions de Legendre s’éloignent des bords du domaine de définition, c’est à dire des va-
leurs� = 0 ou� et ceci à cause du terme centrifuge� 1sin2 �R2 @2@'2 .
Les points de grille des fonctions de Legendre, contrairement aux fonctions de Fourier, nesont
pas répartis de façon uniforme. En effet, il est logique que la densité de pointsde grille près
de� = 0 ou� diminue lorsque m augmente, ce que l’on peut vérifier facilement en calculant
explicitement les points, puisque dans ces régions, les termes internes à l’intégrale sont nuls.
Supposons maintenant que l’on décide d’utiliser la quadrature pour m=0 et de l’appliquer `a
toutes les familles de fonctions de Legendre. Plus la valeur de m augmentera et moins le schéma
sera efficace, mais l’on pourra toujours augmenter le nombre de points de grille pour compenser
cette perte d’efficacité. Par contre, il serait très maladroit d’utiliser la quadrature associée à une
valeur grande de m et de l’appliquer à des familles de fonctions avec m petit. En effet, il faudrait
un très grand nombre de points de grille pour converger les parties des intégrales aux bords du
domaine de définition, puisque dans cette quadrature la densité de points à cet endroit peut se
révéler extrêmement faible.

D’une façon générale, lorsque l’on est en présence de fonctions dépendant deplusieurs in-
dices, un moyen efficace, pour ne pas faire appel à plusieurs grilles différentes, est d’utiliser la
quadrature associée aux nombres quantiques les plus bas, et d’augmenter le nombre de pointsde
grille pour compenser la perte d’efficacité114;130;143–145. Cette méthode se révèle en général très
efficace, le nombre de points de grille supplémentaire n’est pas très élev´e, et surtout, le temps de
calcul pour évaluer les intégrales n’augmente pas par rapport au cas d’une base produit direct.
Il faut conserver un plus grand nombre de matrices de collocation, dont la taille estdérisoire
par rapport à celle de certains vecteurs que nous seront amenés à utiliser dans un problème à six
dimensions comme celui de l’ammoniac.
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6 Application au spectre de l’ammoniacà J = 0
6.1 Oṕerateur Hamiltonien

Nous utilisons l’Hamiltonien présenté dans la première partie en imposantJ = 063, ce
qui donne l’opérateur ci-dessous après le changement de convention de normalisation60 suivant	! %� 52	,Ĥ = ~̂L22�3R23 � �h22�3 1R3 @2@R23R3 � �h22� @2@%2� 2�h2�%2 sin 2� @@� sin 2� @@� + L̂2zPAS � �h2 @2@'2 � 2i�hL̂zPAS @@'�%2(1 � cos 2�)+ 2(~̂L2 � L̂2zPAS )�%2(1 + cos 2�) + sin ��%2(1 + cos 2�) (L̂2+ + L̂2�) + i�h2�%2 cos2 �=2 L̂zPAS @@'+15�h28%2� + V̂(%; �; ';R3; �1; 
1)

(.117)15�h28%2� est un terme extrapotentiel60 qui est inclus dans l’opérateur énergie potentielle.

6.2 Repŕesentation spectrale

La représentation spectrale s’écrit comme un produit directB 
 fjSni; n = 1; NSg
entre une baseB et une base de fonctions sinus pour décrire le mouvement de% dans l’intervalle[%min; %max] : Sn(%) = s 2L sin n�(%� %min)L (.118)

oùL = %max � %min est la taille de la boı̂te.

78



TAB . .2 –Parité de�, k + L pour chaque représentation irréductible� avecn = 0; 1; 2; ::: e

signifie pair et o signifie impair� j�j Parité dek + LA01 3n eA001 3n oE 0 3n� 1 eE 00 3n� 2 o
6.3 La baseB

Cette baseB est définie comme un produit non direct d’ondes planes, de fonctions de Jacobi,
de fonctions de Bessel et de fonctions de LegendrejLki k l � i :h�1; 
1; R3; �; 'jLkikl�i / Y kL (�1; 
1)R�1=23 JL+1=2(kiR3)ei�'P( jk+�j2 ; 0)l (cos 2�) (.119)

Comme nous l’avons déjà vu, cette représentation permet de traiter analytiquement toutes les
singularités apparentes, angulaires et radiales.

6.4 La base syḿetriséeB(�)sym
Le groupe de permutation-inversionD3h(M)2 de la molécule44 nous permet de séparer la

base en 4 bases symétrisées correspondant aux différentes représentations irréductibles� du
groupe de symétrie. Pour construire les fonctions symétriséesjLki k l � ;� >, on utilise les
conditions indiquées sur les nombres quantiques données dans le tableau ci-dessus. Enoutre,
k et � sont de même parité. Il faut noter que lorsqueJ = 0, les représentationsA02 et A002 se
confondent avecA01 etA001 respectivement.
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6.5 Repŕesentation grille

La représentation spectrale nous permet d’évaluer facilement l’action de la plupart des opé-
rateurs dans l’énergie cinétique. Pour l’énergie potentielle, on passe surla représentation grille.
La représentation grille correspond aux ensembles de valeursf	�q�sgpg prises par la fonction
d’onde	 sur la grille à 6 dimensionsf�1� � 
1q �R3� � �s � 'g � %pg.
Il est plus facile de partir de la base non symétriséeB 
 fjSni; n = 1; NSg. On part donc de la
fonction d’onde exprimée de la façon suivantej	Lki k l �ni = XLki k l �n	Lki k l �njLki k l �ijSni (.120)

On veut calculer les coefficients du développement de la fonction d’onde sur la grille f	�q�sgng.
Le passage de la représentation spectrale à la représentation grillese fait en différentes étapes
successives. La première étape consiste à passer de la base de sinusfjSni; n = 1; NSg à la grille
en% : f%p = %min + p�%g, grâce aux matrices de collocation146U (R)pn = s 2NR + 1 sin n�pNR + 1 : (.121)

Il faut rappeler que le nombre de points de grilleNR est plus grand que le nombre de fonctions
sinusNS . Cette matrice nous permet de définir la représentation intermédiaire f	Lki k l �pg, à
l’aide de la transformation suivante :	Lki k l �p =Xn U (R)pn 	Lki k l �n (.122)

La transformation inverse est effectuée à l’aide des matrices transposées	Lki k l �n =Xn �U (R)np �+ 	Lki k l �p (.123)

Il faut ensuite traiter les autres coordonnées. La méthode utilisée n’est qu’une généralisation à
un problème à 5 dimensions de la méthode pseudo-spectrale en base non produit direct d´efinie
par Corey et Lemoine130 pour les harmoniques sphériques, par Leforestier pour les fonctions de
Wigner114, par Lemoine pour les fonctions de Bessel144 et par Alacid et Leforestier107 pour les
harmoniques hypersphériques. Si on part du développement suivant :j	Lki k l �i = XLki k l �	Lki k l �jLki k l �i (.124)

la méthode commence par une transformée de Bessel en base non produit direct89	L� k l � =Xki RL�i	Lki k l � (.125)

oùRL�ki est la matrice (voir Sec. 3 dans la Ref.89)RL�ki = 2N� JL+ 12 ( ziL�N )jJL+ 32 (��)JL+ 32 (ziL)j (.126)
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Il faut noter queR3 2 [0; Rmax], queziL est le ime zéro deJL+ 12 , queki(L) = ziLRmax , et que N
est le nombre de points de grille. Dans la transformée de Bessel non produit direct,les points
de grille sont identiques à ceux d’une transformée de sinus pour le cas des fonctions de Bessel
demi-entières.

QuandL 6= 0, il y a toujours plus de points de grille que de fonctions de Bessel selon la
relation donnée de la Sec. 3 dans la Ref.89. L’étape suivante est une transformée de Jacobi en
base non produit direct107 : 	L� k s � =Xl A(k;�)sl 	L� k l � (.127)

oùA(k;�)sl est la matriceA(k;�)sl = Fact(l; k; �)P( jk+�j2 ; 0)l (cos(2�s))p!s (.128)

et où cos2�s et !s sont respectivement les abcisses et les poids d’une quadrature de Gauss-
Legendre àN� points et oùFact(l; k; �) est la constante de normalisation des fonctions de
Jacobi. Il faut utiliser une transformée de Legendre en base non produit direct130 :	�� k s � =XL Bk�L	L� k s � (.129)

oùBk�L est la matrice : Bk�L = }
̀(cos�1�)p!� (.130)

et où}
̀ est une fonction de Legendre normalisée et oùcos�1� et !� sont respectivement les
abcisses et poids d’une quadrature de Gauss-Legendre àN�1 points. On termine par une double
transformée de Fourier inverse sur
1 et' :f �� q s gg = F�1'
1f �� k s �g: (.131)

La transformée inverse (grille!spectrale) est effectuée à l’aide de la double transformée de
Fourier : f �� k s �g = F'
1f �� q s gg ; (.132)

suivie de la transformée de Legendre inverse :	L� k s � =X� (Bk�L)+	�� k s � (.133)

et enfin de la transformée de Jacobi inverse :	L� k l � =Xs (A(k;�)sl )+	L� k s � (.134)

et la transformée de Bessel inverse :	Lki k l � =X� (RL�i)+	L� k l � (.135)

Nous avons tenu compte de la symétrie pour réduire la taille de la grille par un facteur 2
pour�1 (toutes les fonctions sont symétriques ou antisymétriques par rapport à l’inversion de
la molécule lorsqueJ = 063) et par un facteur 3 pour�147.
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7 Représentations physiques : base contractée et espace de

Krylov

7.1 Introduction

Jusqu’à présent, nous avons défini une représentation spectrale qui permet de pr´e-diagonaliser
en grande partie l’opérateur énergie cinétique, et une représentation grille qui rend l’opérateur
potentiel diagonal. La question qui se pose maintenant est de savoir si ces représentations sont
adaptées au problème physique qui nous occupe, à savoir l’étude du spectre de l’ammoniac.

Pour savoir si une représentation est adaptée à un problème physique, il faut regarder la
forme de la matrice Hamiltonienne dans la base associée. Si les termes hors diagonaux de la
matrice tendent rapidement vers zéro lorsque l’on s’éloigne de la diagonale, alors la représenta-
tion est bien adaptée au problème et peu de fonctions de base seront nécessaire pour converger
les premiers états. Si au contraire la matrice est pleine et les termes hors diagonaux les plus
extérieurs sont grands, la représentation n’est pas du tout adaptée. En fait, la matrice de NH3
est pleine dans la représentation spectrale comme dans la représentationgrille et il n’y a aucune
raison pour que les termes hors diagonaux tendent rapidement vers 0 lorsque l’on s’éloigne de
la diagonale.

Il nous faut donc définirune nouvelle représentation plus adaptée au problème physique,
ce qui va se dérouler en deux étapes successives : la définition d’une base contractée puis celle
d’une base de Lanczos.

7.2 Repŕesentation contract́ee et ḿethode H.E.G.

Il existe de nombreuses méthodes de contraction qui varient selon les systèmesphysiques et
les objectifs que l’on s’est fixés. C’est pourquoi, nous présenterons ici uniquementla méthode
utilisée pour l’ammoniac.

Pour réduire le nombre de fonctions à utiliser dans l’algorithme de Lanczos, nous allons
contracter la base de fonctions sinus, de fonctions de Jacobi et de fonctions de Bessel. En outre,
pour les fonctions sinus, nous allons aussi utiliser la méthode H.E.G. (du nom de ses auteurs :
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Harris, Engerholm et Gwinn108;148;149) pour sélectionner une grille optimale. La méthode se
présente comme suit.

Nous allons commencer par la coordonnée hypersphérique radiale%. Nous partons de la
base de fonctions sinus non contractées :fjSni; n = 1; NSg. La transformation vers la base de
fonctions grillesf%p = %min+p�%g est accomplie à l’aide de la matrice de collocation présentée
plus haut. Le nombre de points de grilleNR est plus grand que le nombre de fonctions sinus,
par exempleNR = NS + 3. Une coupe à une dimension du potentiel le long de% est définie
de la façon suivante : le potentiel est évalué pourNR valeurs de% en faisant varier les autres
coordonnées jusqu’à ce que le minimum soit atteint pour chaque valeur de%. On obtient un
potentiel à une dimensionVeff (%) = Min�1;
1 ;R3;';�(V (%; �1; 
1; R3; '; �)). Avec ce potentiel,
on définit un opérateur Hamiltonien à une dimension :Heff (%) = � �h22� @2@%2 + Veff (%) (.136)

que l’on diagonalise dans la base de fonctions sinus. Les vecteurs propres d’énergies très éle-
vées sont éliminés ce qui nous permet detravailler dans une base de fonctions contractées de
dimension réduitefjSnci; nc = 1; NScg avecNSc < NS. On passe de la base contractée à la
base non contractée à l’aide de la matrice des vecteurs propres. Travailler dans cette base permet
de diminuer considérablement la valeur des éléments de la matrice hamiltonienne non diago-
naux et d’accélérer l’algorithme de Lanczos. En outre,on calcule la matrice de l’opérateur
position %̂ dans la base de fonctions contractées et on diagonalise cette matrice. Les valeurs
propres obtenues sont les nouveaux points de grille à utiliser avec les bases contractées.

La seconde étape concerneR3. On définit un potentiel à une dimension de la même façon en
minimisant par rapport aux autres coordonnéesVeff (R3). Comme expliqué dans l’article63, ce
potentiel nous donne le chemin réactionnel de la réaction d’inversion. On forme l’Hamiltonien
à une dimension : Heff (R3) = ~̂L22�3R23 � �h22�3 1R3 @2@R23R3 + Veff (R3) (.137)

que l’on diagonalise dans la base des fonctions de Bessel, pour chaque valeur de L. Comme au-
dessus, on élimine les vecteurs propres d’énergies très élevées eton travaille maintenant dans
une base contractée de dimension réduitefjJLicig. On ne définit pas de nouvelle grille avec la
méthode H.E.G. pour ne pas alourdir la méthode pseudo-spectrale car les nouveaux pointsde
grille dépendraient de L.

On réalise la même opération en contractant les fonctions de Jacobi, endéfinissant le poten-
tiel Veff (�), en minimisant par rapport aux autres coordonnées et en diagonalisantHeff (�) = �h2�%2eq (� 2sin 2� @@� sin 2� @@� + (k + �)2(1� cos 2�) ) + Veff (�) (.138)

dans la base des fonctions de Jacobi, pour chaque valeur dek + � (%eq est la valeur de% à
l’équilibre). On travaille avec la base de fonctions contractéesfjP jk+�jlc ig.
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On tient compte de la symétrie pour réduire la taille de la base contractéeBc, on travaille
finalement dans la basefjSncig
B(�)csym avec les conditions sur les nombres quantiques données
à la section 6.4.

84



7.3 Méthode de Lanczos

7.3a) Introduction

Lorsque la base moléculaire finale n’est pas trop grande, et conduit à une matricehamil-
tonienne que l’on peut garder en mémoire centrale, le calcul des valeurs et vecteurs propres
se réduit généralement à un simple appel d’un sous-programme d’une librairie scientifique. Il
en existe un grand choix, qui permet, par exemple, de ne calculer que les plus basses valeurs
propres, ou celles situées dans une fenêtre d’énergie donnée. Malheureusement, la plupart des
systèmes considérés correspondent à des bases moléculaires ne répondant pas à ce critère de
taille limite. Dans de tels cas, il est nécessaire de recourir à des méthodes itératives qui ne four-
nissent qu’une petite fraction d’un spectre très riche en niveaux d’énergie.Leur principe consiste
à construireun sous-espace de dimension réduitequi, par diagonalisation, fournira les niveaux
d’intérêt (dans notre cas le bas du spectre). Nous ne présenterons ici que la m´ethode de Lanczos.

7.3b) Sch́ema ǵenéral

L’algorithme de Lanczos possède trois caractéristiques essentielles :

- la première et la plus importante provient du fait qu’il converge très rapidement les régions
les moins denses du spectre, c’est à dire le bas et le haut du spectre. En effet, la convergence
de l’algorithme est enj Ei+1�EiEmax�Emin j oùEi est l’énergie du ième état etEmax etEmin les valeurs
extrèmes du spectre126 ;

- il génère progressivement l’espace de Krylov formé par tous les états propres de H qui se
projettent sur le vecteur initial que l’on a choisi;

- enfin, il fournit une base de cet espace qui rendtridiagonalela matrice hamiltonienne.

En effet, le principe de l’algorithme de Lanczos123–127;150 consiste à construire itérativement
une nouvelle basefjuni; n = 0; : : : ; �Ng d’après le schéma récursif suivant :�n+1jun+1i = nĤ � �no juni � �njun�1i (.139)( �n = hunjĤjuni�n+1 = hun+1jĤjuni (.140)

Dans la nouvelle basefjunig orthogonale, le Hamiltonien adopte une représentation matricielle
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tridiagonaleT : T = 0BBBBB@ �0 �1�1 �1 �2 0
... ... ...0 ... ... ...

1CCCCCA
On peut remarquer que cet algorithme est bien un schéma direct puisqueseule l’action de

l’HamiltonienĤ sur un vecteur est nécessairepour construire le nouveau vecteurjun+1i.
La méthode de Lanczos revient donc à effectuer un changement de base : base initiale� > base
de Lanczos.

Elle présente au moins trois avantages.
Tout d’abord, cette matrice tridiagonale est bien plus facile à diagonaliser et à conserver en mé-
moire que la matrice hamiltonienne initiale.
D’autre part, l’espace engendré par les vecteurs(juni; n = 0; : : : ;M � 1) est égal à l’espace
de Krylov engendré par les puissances successives de l’Hamiltonien appliquéau vecteur initial
(ju0i;Hju0i;H2ju0i; : : : ;HM�1ju0i) qui est aussi l’espace engendré par les états propres de H
se projetant sur le vecteur initial. Le point essentiel à retenir, à ce niveau, est le fait que l’on ne
peut converger que les états propres qui ne sont pas orthogonaux au vecteur initial. Cette pro-
priété peut être exploitée pour travailler sélectivement dans chaque représentation irréductible
donnée en choisissant un vecteur initial de symétrie définie.
Enfin et surtout, comme indiqué ci-dessus, l’algorithme de Lanczos converge tr`es rapidement
le bas du spectre. Il est donc possible d’obtenir une énergie considérée comme exacte, dans ce
domaine, en effectuantun nombre d’itérations très petit par rapport à la dimension de la base
initiale. La convergence devient alors de moins en moins rapide lorsque l’on s’enfonce dans le
haut du spectre.

Dans les résultats présentés dans cette thèse, seules les énergies et les projections du vecteurju0i sur les états propres sont obtenues à l’aide de l’algorithme de Lanczos. En effet, seuls trois
vecteurs sont gardés en mémoire, c’est à dire les vecteursjun�1i; juni et jun+1i au cours de la
nime itération, ainsi que les coefficients de la matrice tridiagonale. Par cons´equent, cette mé-
thode ne nécessite pas une grande place mémoire. Pour obtenir les vecteurs propres, il faudrait
conserver tous les vecteurs de Lanczos ou les recalculer13.

13. En fait, ce n’est pas aussi simple car la précision finie des ordinateurs induit une perte d’orthogonalité dans

la nouvelle base151;152 (après un grand nombre d’itérations les premiers vecteurs de Lanczos ne sont plus orthogo-

naux aux derniers). C’est pourquoi, pour obtenir les vecteurs propres excités, il faut utiliser une((diagonalisation

filtrée)) en appliquant Lanczos sur un opérateur qui commute avec H mais qui accélère la convergence de

l’algorithme153;154.
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7.3c) Application à l’ammoniac

La méthode((Split Hamiltonian Formulation)) consiste à appliquer de façon répétitive l’Ha-
miltonien sur la fonction d’onde exprimée dans la basefjSncig
B(�)csym , dans le but de propager
l’algorithme de Lanczos. Le choix de la base contractée et symétrisée provient du fait que cette
base est la plus compacte pour exprimer les vecteurs de Lanczosfjunig. Pour implémenter
l’algorithme de Lanczos, l’HamiltonienH a été scindé en quatre termes seulement, à savoirH = TR3% +T� +T'
1�1 +V (.141)

Chaque terme est traité de la façon suivante :

1. l’énergie cinétique radialeTR3%.
Ce terme,TR3% = ~̂L22�3R23 � �h22�3 1R3 @2@R23R3 � �h22� @2@%2 , est diagonal dans la représentation
spectrale non-contractée, puisqu’on a en effet :TR3%j	Lki k l �ni = ((n��h)22� + (�hkLi )22�3 )j	Lki k l �ni (.142)

2. Premier terme angulaireT�.
Ce terme,T� = � 2�h2�%2 sin2� @@� sin 2� @@� + L̂2zPAS��h2 @2@'2�2i�hL̂zPAS @@'�%2(1�cos2�) est diagonal dans la
représentation mixte (grille et spectrale) suivantej	Lki k l � pi. En effet :T�j	Lki k l � pi = �h28%2p (l + jk + �j4 ) (l + jk + �j4 + 12)j	Lki k l � pi (.143)

3. Second terme angulaireT'
1�1.
Ce terme,T'
1�1 = +2(~̂L2�L̂2zPAS )�%2(1+cos2�) + sin ��%2(1+cos2�)(L̂2+ + L̂2�) + i�h2�%2 cos2 �=2 L̂zPAS @@' , est
tridiagonal dans la représentation mixte suivantej	Ls k � � pi, ce qui donne :T'
1�1j	Ls k � � pi =+ (2(�h2L(L + 1)� (�hk)2)�%2p(1 + cos 2�s) � �h2�k2�%2p cos2 �s=2 L̂zPAS )j	Ls k � � pi
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+ sin �s�h2�%2p(1 + cos 2�sC�LkC�Lk�1j	Ls k�2 � � pi+ sin �s�h2�%2p(1 + cos 2�s)C+LkC+Lk+1j	Ls k+2� � pi
4. L’énergie potentielleV.

Ce dernier terme est diagonal dans la représentation grille à six dimensionsf�1�� 
1q �R3� � �s � 'g � %pg f	�Lkic k lc � ncg ! f	��q�sgpg (.144)

Lorsque chaque terme a été appliqué dans sa propre représentation, le résultat est exprimé
dans la base contractéeBcsym 
 fjSncig dans laquelle les vecteurs de Lanczos sont exprimés.
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Conclusion sur la méthode nuḿerique

La méthode((Split Hamiltonian Pseudo-spectral Approach)) présente différents avantages :

1) l’utilisation simultanée de méthodes de contraction et de l’algorithme deLanczos permet
de travailler dans un sous-espace de taille réduite par rapport à l’espace initial, contenant toute
la physique du problème.

2) L’encombrement mémoire est évité. En effet, seuls trois vecteursdans la base contractée
ainsi que les valeurs du potentiel sur la grille sont conservés. A la fin, la matrice hamiltonienne
est de taille réduite et tridiagonale.

3) Les opérations que l’on effectue pour construire la matrice hamiltonienne sont relative-
ment simples et rapides puisqu’elles consistent à faire agir des opérateurs diagonaux sur des
vecteurs, et à multiplier des vecteurs par des matrices de taille réduite.
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8 Résultats nuḿeriques

Le potentiel que nous avons utilisé est celui publié par Martin, Lee et Taylor14. Il s’écrit
sous la forme d’un développement de Taylor à l’ordre quatre par rapport à la géom´etrie d’équi-
libre (C3v), et il est exprimé en fonction des coordonnées internes de valence. Ce potentiel a
été obtenu par des calculsab initio de très haut niveau (CCSD(T)/ccVTZP). Pour connaı̂tre la
valeur du potentiel en un point, exprimé en fonctions de nos coordonnées, il suffit d’établir le
lien entre nos coordonnées et celles de valence. Ceci n’est pas très difficile puisque les coor-
données hypersphériques sont définies à partir des coordonnées de Jacobi et que le lien entre
les coordonnées de valence et celles de Jacobi s’obtient par un simple changement debase. Les
résultats de nos calculs, obtenus après 700 itérations de l’algorithme de Lanczos, sont présen-
tés dans les tableaux .3, .4, .5 et .6. Nous les avons comparés avec ceux obtenus par Handyet
al.53 à partir de la même surface, mais avec un système de coordonnées, un Hamiltonien et une
approche numérique radicalement différents (l’Hamiltonien contient plus de 200 termes). Nous
avons aussi comparé les résultats de nos calculs avec ceux prédits par Martin, Lee et Taylor à
partir de leur surface de potentiel et en utilisant une approche perturbative, coupl´ee à des cor-
rections tenant compte des résonances de Fermi (colonne ”PT” dans le tableau .3).Dans les
tableaux qui suivent (.4 et .5), nous avons comparé nos résultats aux valeurs exp´erimentales.

La base que nous avons utilisée possède les caractéristiques suivantes :

- 10 fonctions contractées de% (h%jSnci) combinées à dix points de grille obtenus par la
méthode H.E.G. Pour réaliser la contraction, nous sommes partis de 40 fonctions sinus asso-
ciées à 60 points de grille. Le nombre de points de grille est choisi de sorte que toutesles
intégrales soient parfaitement convergées. Ce nombre ainsi que le nombre de fonctions sinus
n’interviennent pas dans le calcul final.

- 25 points de grille pourR3. Pour les fonctions de Bessel, lorsqueL 6= 0, il y a toujours
plus de points de grille que de fonctions initiales ( voir la relation donnée dans la section 3 de
la Ref.89). Ceci revient à dire que le nombre de fonctions de Bessel dépend de L (il ne vaut 25
que dans le casL = 0). Le nombre de fonctions contractées dépend aussi de L suivant la même
relation, et ce nombre vaut 15 pourL = 0.

- 20 fonctions de Jacobi pour chaque valeur de� + k combinée à 23 points de grille et 10
fonctions contractées.

- 6 ondes planes pour
1 et'. Nous avons remarqué que pour ces angles, il était possible
de prendre autant de points de grille que de fonctions de départ puisque le potentiel dépend très
peu de ces angles.

En outre, dans l’algorithme de Lanczos, les vecteurs sont exprimés dans une base symétrisée
et contractée de 604.800 fonctions et nos calculs prennent 14645 secondes (environ 4 heures
CPU) en temps machine pour chaque représentation irréductible sur un IBM RISC6000-397.
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Un tel schéma génère une grille de taille très importante. La grandemajorité de ces points
de grille correspond à des géométries d’énergie potentielle très élevée. En ces points, la fonction
d’onde peut être négligée pour les états localisés dans le fond du puits de vibration. Nous avons
donc négligé l’amplitude de la fonction d’onde sur tous les points dont l’énergie potentielle se
situait au dessus d’un seuilVseuil = 30000 cm�1. Ceci permet d’avoir à stoquer les valeurs du
potentiel seulement sur un nombre très restreint de points.

Les résultats présentés dans le tableau .3 sont associés au calcul perturbatif de Martin, Lee et
Taylor qui inclut les corrections provenant des résonances de Fermi entre�1 et 2�4 d’une part,
et �3 et 2�4 d’autre part. Les constantes spectroscopiques associées aux résonances de Fermi
calculées par Martin, Lee et Taylor valentK144 = �73:01 cm�1 et K344 = 63:88 cm�1. Le
calcul perturbatif ne peut pas tenir compte de l’effet tunnel, c’est pourquoi il ne présente qu’un
niveau pour chaque état. Comme nous pouvons le constater, nos résultats sont très proches de
ceux obtenus par Handyet al., et ceci même pour la valeur absolue de l’énergie.

Pour être certain que nos résultats sont bien convergés, nous avons augmenté la taille de la
base et étudié la variation d’énergie. La nouvelle base que nous avons utilisée est la suivante :

- 15 fonctions contractées de% (h%jSnci) combinées à 15 points de grille obtenus par la mé-
thode H.E.G.

- 35 points de grille pourR3. Le nombre de fonctions contractées vaut 21 pourL = 0.

- 25 fonctions de Jacobi pour chaque valeur de� + k combinées à 28 points de grille et 14
fonctions contractées.

- 8 ondes planes pour
1 et'.

Dans l’algorithme de Lanczos, les vecteurs sont exprimés dans une base symétrisée et
contractée de 3.494.400 fonctions (1100 itérations de l’algorithme de Lanczos). Le tableau .6
présente la variation de l’énergie en fonction de l’augmentation de la base pourles fonctions(A01).
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TAB . .3 –Premiers niveaux deNH3 (cm�1) obtenues à partir du potentiel MLT14
Ce travail Ref.53 PT Expt.19

Point zéro 7460:93 7461:53
Point zéro 0:00 0:00 0:000:21 0:22 0:79�2(A01) 1018:28 1018:33 1037:3 932:43�2(A001) 1030:30 1030:58 968:12�4(E0) 1639:52 1639:71 1637:3 1626:30�4(E 00) 1639:85 1640:01 1627:30�1(A01) 3369:83 3369:88 3335:7 3336:11�1(A001) 3370:44 3370:61 3337:10�3(E0) 3474:87 3475:09 3425:0 3443:63�3(E 00) 3474:92 3475:14 3444:00
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TAB . .4 –NiveauxA01 etA001 deNH3 (cm�1) obtenus à partir du potentiel MLT14. Déd. signifie

dédoublement calculé.

Ce travail(A01) Expt.19 Ce travail(A001) Expt.19 Déd. Expt.�2 1018:28 932:43 1030:30 968:12 12:02 35:692�2 1805:35 1597:47 1975:53 1882:18 170:18 284:73�2 2500:50 2384:17 2957:82 2895:61 457:32 511:42�4(l = 0) 3244:66 3216:10 3246:18 3217:78 1:52 1:68�1 3369:83 3336:11 3370:44 3337:10 0:61 0:994�2 3504:05 3448 4078:59 4045 574:54 597�2 + 2�4(l = 0) 4245:89 4115:62 4264:26 4173:25 18:37 57:63�1 + �2 4405:21 4294:51 4415:01 4320:03 9:8 25:52�3(l = 1) + �4(l = 1) 5110:24 5052:61(a) 5111:59 5053:18(a) 1:35 0:57
(a) Ref.15
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TAB . .5 –NiveauxE 0 etE 00 deNH3 (cm�1) obtenus à partir du potentiel MLT14. Déd. signifie

dédoublement calculé.

Ce travail(E0) Expt.19 Ce travail(E00) Expt.19 Déd. Expt.�4(l = 1) 1639:52 1626:30 1639:85 1627:30 0:33 1:00�2 + �4(l = 1) 2645:68 2540:43 2661:82 2586:02 16:14 45:592�4(l = 2) 3268:58 3240:44 3269:10 3241:62 0:52 1:182�2 + �4(l = 1) 3407:07 (�) 3604:87 (�) 197:8 (�)�3(l = 1) 3474:87 3443:63 3474:92 3444:00 0:05 0:373�2 + �4(l = 1) 4122:69 (�) 4591:83 (�) 469:14 (�)�2 + 2�4(l = 2) 4264:02 (�) 4277:74 (�) 13:72 (�)�2 + �3(l = 1) 4520:26 4416:19 4525:23 4435:40 4:97 18:493�4(l = 1) 4838:61 (�) 4839:59 (�) 0:98 (�)�1 + �4(l = 1) 5003:35 4955:94 5004:1 4956:80 0:75 0:86
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TAB . .6 – Variation de l’énergie (cm�1) lorsque l’on augmente la taille de la base de N1 =

604.800 fonctions à N2 = 3.494.400 fonctions.(A01) N1 N2 Variation de l’énergie

Point zéro 7460:93 7460:87 �0:06�2 1018:28 1018:23 �0:052�2 1805:35 1805:32 �0:033�2 2500:50 2500:41 �0:092�4(l = 0) 3244:66 3244:50 �0:16�1 3369:83 3369:74 �0:094�2 3504:05 3503:95 �0:1�2 + 2�4(l = 0) 4245:89 4245:57 �0:32�1 + �2 4405:21 4405:10 �0:11�3(l = 1) + �4(l = 1) 5110:24 5109:58 �0:66
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Quatri ème partie

Conclusion et Perspectives
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Nous avons présentéun formalisme général qui fournit toute une gamme d’Hamiltoniens
moléculaires sans avoir recours au calcul différentiel, et ceci quelque soit lenombre d’atomes.
Ces Hamiltoniens sont écrits en fonctionde moments cinétiqueset se présentent sous une forme
très compacte. Cependant, il faut noter qu’il est toujours possible de développer les moments
cinétiques. Dans ce dernier cas, l’utilisation du formalisme vectoriel n’intervient que pour gé-
nérer l’opérateur énergie cinétique sans passer par le calcul diff´erentiel. Il est alors possible de
comprendre l’origine de chaque terme, et de procéder à un regroupement de certains d’entre
eux afin de traiter les singularités apparentes ou d’assurer la symétrieet l’hermiticité.

Ce formalisme a été associé àla méthode numérique((Split Hamiltonian Pseudo-Spectral
Approach)). Celle-ci consiste essentiellement enune approche pseudo-spectrale non produit di-
recte, couplée à des méthodes de contraction ainsi qu’à l’algorithme de Lanczos.

Une conclusion importante de ce travail repose sur le fait quenotre approche méthodolo-
gique est parfaitement adaptée à la stratégie numériquequi combine l’algorithme de Lanczos à
la méthode pseudo-spectrale. En effet,le nombre de termes est très petit, chaque terme interve-
nant dans l’Hamiltonien esthermitiqueet totalement symétrique, et enfintoutes les singularités
apparentes sont traitées analytiquement. Toutes ces caractéristiques sont particulièrement avan-
tageuses lorsque l’on veut utiliser une méthode de diagonalisation itérative comme l’algorithme
de Lanczos.

Nous avons appliqué l’approche générale à l’étude de l’ammoniac.

Grâce à cette méthode, nous avons pu converger une quarantaine d’états en seulement quatre
heures de temps de calcul (sur une station IBM RISC 6000-397), pour chaque représentationir-
réductible, ce qui nous permet d’espérerconverger des états plus hauts en énergie et de pouvoir
rajouter la rotation dans un avenir proche.
En outre, il faut insister sur le fait quela stratégie numérique pourrait être grandement amélio-
réeen utilisantdes méthodes de contraction plus sophistiquéesque celles présentées dans cette
thèse, en particulier, des contractions à plusieurs dimensions53;155–158. Il serait aussi concevable
d’utiliserune diagonalisation filtrée153;154;159 et mêmeune approche dépendante du temps41–43;160;161,
en remplaçant l’algorithme de Lanczos par un développement de Tchebychev de l’op´erateur
évolution, par exemple. Il sera donc certainement possible d’appliquer cette approche générale
(méthodologique et numérique) à d’autres systèmes, même de taille plus importante.

Une question très importante doit maintenant être posée : à quels systèmescette approche
générale doit être appliquée?
Il semble que ce soient surtoutaux systèmes présentant des mouvements de grande amplitude
tels que les isomérisations ou les dimères de Van der Waals, qui explorent plusieurs puits de vi-
bration. En effet, la puissance du formalisme vectoriel réside d’une part dans son utilisation de
coordonnées de Jacobi (même si certaines parties peuvent être reparamétrées à l’aide d’autres
coordonnées) et, d’autre part, dans l’avantage qu’il a de fournir une base délocalisée qui permet
de traiter les singularités apparentes. Tout cela constitue un cadre trèsbien adapté pour les sys-
tèmes cités ci-dessus .
En revanche, dans le cas de molécules semi-rigides, possédant un seul puits de vibration très lo-
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calisé, et ne présentant pas de singularités apparentes, on peut se demander si une telle approche
reste pertinente, ou s’il ne serait pas préférable d’utiliser une base produit direct très localisée.

En ce qui concerne la molécule d’ammoniac, la comparaison avec l’expérience s’est mon-
trée plutôt décevante ce qui prouve que la surface de potentiel n’a pas été àmême de reproduire
les valeurs expérimentales.
Ceci amène deux remarques.

- Une plus forte synergie serait souhaitable entre ceux qui étudient la dynamique des noyaux
d’une part et ceux qui calculent l’énergie potentielle d’autre part. C’est pourquoi, nous souhai-
tons débuter une collaboration avec les chimistes quanticiens du laboratoire deMontpellier,
en particulier pour calculer une nouvelle surface de potentiel sur l’ammoniac. Contrairement
à celle que nous avons utilisée ici, il faudra que la nouvelle surface soit calculée par rapport à
différentes géométries le long du chemin réactionnel (en particulier par rapport à l’état de tran-
sion dont la géométrie est plane), et plus seulement par rapport à la géométrie d’équilibre. Ceci
nous permettra de ”fitter” les coefficients du potentiel par comparaison directe avec les valeurs
expérimentales pour obtenir un spectre à la précision expérimentale.

- Par ailleurs, il serait particulièrement intéressant d’étudierdans quelle mesure l’approche
générale présentée ici pourrait être combinée àdes méthodes de contraintes55;84;162. Cela per-
mettrait de focaliser l’étude de l’énergie électronique sur certains degrés de libertés, un point
qui nous paraı̂t indispensable aujourd’hui pour faciliter le traitement de systèmesde taille supé-
rieure.

100



9 Appendice 1: Coordonńees non orthogonales

Dans cet appendice, nous allons nous placer dans le cas le plus général. Une molécule à
N atomes sera décrite à l’aide d’un bouquet quelconque den = N � 1 vecteurs :~R1, ~R2, : : :,~Rn, le système de coordonnées n’étant plus nécessairement orthogonal. Ce qui nous permet
d’introduire le cas très important des coordonnées de valence. Ces vecteurs sont reliés aux
vecteurs de Jacobi:~r1, ~r2, : : : , ~rn de la façon suivante :0BBBB@ ~R1~R2: : :~Rn 1CCCCA = A0BBB@ ~r1~r2: : :~rn 1CCCA (.145)

où A est une matrice non singulière46. Nous avons vu que l’expression de l’opérateur énergie
cinétique en fonction des coordonnées de Jacobi est donnée par l’équation suivante68;74;60;163 :2T̂ = nXi=1 ~̂piy~̂pi�i = �~̂p1y; ~̂p2y; : : : ; ~̂pny���1 �~̂p1; ~̂p2; : : : ; ~̂pn�t (.146)

où � est la matrice diagonale des masses réduites associées aux vecteurs deJacobi et~pi le
moment conjugué associé à~ri. De l’équation (Eq. .145), il découle:0BBB@ ~p1~p2: : :~pn 1CCCA = At 0BBBB@ ~P1~P2: : :~Pn 1CCCCA (.147)

On obtient donc l’expression de l’énergie cinétique en fonction des nouvelles coordonnées:2T̂ = nXi;j=1 ~̂PiyMi;j ~̂Pj =  ~̂P1y; ~̂P2y; : : : ; ~̂Pny! M� ~̂P1; ~̂P2; : : : ; ~̂Pn�t (.148)

où la matrice symétrique M est donnée par:M = A��1At (.149)

Nous rappelons que l’expression du moment conjugué au vecteur~Ri est donné par l’équation :~Pi = P ri ~ei � ~ei ^ ~LiRi (.150)

où~ei est le vecteur unitaire le long de~Ri et ~Li le moment cinétique associé à~Ri. Comme dans le
cas des coordonnées de Jacobi, nous allons identifierGzBF à à~Rn. Les axes x et y du référentiel
(BF) sont définis en imposant à~Rn�1 de rester parallèle au demi plan: (xBFGzBF , xBF > 0).
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Nous allons maintenant introduire le moment cinétique total :~J = nXi=1 ~Li = nXi=1 ~Ri ^ ~Pi (.151)

dans l’expression de l’énergie cinétique.

Le vecteur~Ln est remplacé par~J �Pn�1i=1 ~Li.
Il faut alors séparer les comportements des différents moments cinétiques :

– le moment cinétique total~J :

Ses composantes (BF) sont auto-adjointes et vérifient les relations de commutation inversées75;70 :[Ĵix; Ĵiy] = �i�hĴiz ; [Ĵiy; Ĵiz] = �i�hĴix ; [Ĵiz; Ĵix] = �i�hĴiy (.152)Ĵ� = ĴixBF � iĴiyBF = i�he�i
[ 1sin�@� � i@� � cot�@
]Ĵz = �i�h@
(Ĵ2) = ��h2[ 1sin�@� sin �@� + 1sin2 � (@�2 + @
2 � 2 cos �@�@
)] (.153)

où�, �, 
 désignent les trois angles d’Euler qui repèrent (BF) et@x l’opérateur différen-
tiel @@x.

– Les moments cinétiqueŝ~Li (i=1,...,n-2) associés aux vecteurs~Ri (i=1,...,n-2).
Ces derniers sont indépendants mathématiquement de la définition des réf´erentiels (E2) or
(BF). C’est pourquoi, leurs projections sur ces référentiels sont données parles formules
habituelles et vérifient les relations de commutation normales76:[L̂ix; L̂iy] = i�hL̂iz ; [L̂iy; L̂iz] = i�hL̂ix ; [L̂iz; L̂ix] = i�hL̂iyL̂ix = i�h(sin �i@�i + cos �i cot �i@�i)L̂iy = i�h(� cos �i@�i + sin�i cot �i@�i)L̂i� = L̂ix � iL̂iy = �he�i�i[�@�i + i cot �i@�i]L̂iz = �i�h@�iL̂2i = ��h2( 1sin �i@�i sin �i@�i + 1sin2 �i@2�i) (.154)

où chaque vecteur~Ri est localisé par les coordonnées sphériques (Ri; �i; �i) quelque soit
le référentiel.
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– Le moment cinétiquê~Ln�1 associé à~Rn�1
La composante y-BF dê~Ln�1 n’est pas hermitique car la définition du (BF) est liée à~Rn�1. On obtient :L̂(n�1)�BF = L̂(n�1)xBF � iL̂(n�1)yBF = � cot �n�1[ĴzBF � n�2Xi=1 L̂izBF ]� �h@�n�1L̂(n�1)zBF = ĴzBF � n�2Xi=1 L̂izBF(L̂(n�1)�BF )y = L̂(n�1)�BF � �h cot �n�1 ; (L̂(n�1)zBF )y = L̂(n�1)zBF (.155)

Pour obtenir ces expressions, il suffit de remarquer que l’expression des composantes

(E2) de~̂Ln�1 s’expriment de la même façon que pour les vecteurs~̂Li (i=1,...,n-2) puisque
la définition de (E2) est indépendante de~Rn�1. On applique ensuite la matrice de rotation
de
 autour de l’axe z de (E2) et l’on identifie
 à�E2n�1.

On obtient l’opérateur adjoint par une intégration par parties60 en remarquant que l’élément de
volume euclidien:d� = R2n sin�dRnd�d�R2n�1 sin �BFn�1dRn�1d
d�BFn�1 n�2Yi=1 R2i sin �BFi dRid�BFi d�BFi (.156)

fait intervenir l’élément de lignesin �n�1d�n�1:(~̂Ln)y = ~̂Ln + 0B@ 0i�h cot �n�10 1CA (.157)

De la même façon,̂P ri = �i�h@Ri et : (P̂ ri )y = P̂ ri � 2i�hRi (.158)

En utilisant Eq. .150, les composantes (BF) de~̂Pi (i=1,: : :, n-2) sont données par:~̂Pi = ( ~̂Pi)y = 0BBB@ P̂ ri sin �BFi cos �BFi + 1Ri �� sin �BFi sin�BFi L̂izBF + cos �BFi L̂iyBF �P̂ ri sin �BFi sin�BFi + 1Ri �� cos �BFi L̂ixBF + sin �BFi cos�BFi L̂izBF �P̂ ri cos �BFi + 1Ri �� sin �BFi cos �BFi L̂iyBF + sin �BFi sin�BFi L̂ixBF � 1CCCA
(.159)

Toujours avec Eq. .150, on obtient aussi les composantes (BF) de~Pn�1:~̂P n�1 = 0BBBBB@ P̂ rn�1 sin �BFn�1 + cos �BFn�1L̂(n�1)yBFRn�1� cos �BFn�1L̂(n�1)xBFRn�1 + sin �BFn�1L̂(n�1)zBFRn�1P̂ rn�1 cos �BFn�1 � sin �BFn�1L̂(n�1)yBFRn�1 1CCCCCA (.160)
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en remarquant que les composantes (BF) de~en�1 sont égales à

0B@ sin �BFn�10cos �BFn�1 1CA. Nous avons vu

que la composante y-BF dê~Ln�1 n’est pas hermitique, c’est pourquoi~̂P n�1 ne l’est pas aussi:( ~̂P n�1)y = ~en�1P̂ ryn�1 + ~̂Lyn�1 ^ ~en�1Rn�1 (.161)

On obtient finalement( ~̂P n�1)y en fonction dê~P n�1 :( ~̂P n�1)y = ~̂P n�1 + 0BB@ �i�hRn�1 sin �BFn�100 1CCA (.162)

On utilise maintenant les commutateurs suivants:[L̂(n�1)xBF ; cos �BFn�1] = 0 ; [L̂(n�1)xBF ; sin �BFn�1] = 0 (.163)[L̂(n�1)yBF ; cos �BFn�1] = i�h sin �BFn�1 ; [L̂(n�1)yBF ; sin �BFn�1] = �i�h cos �BFn�1 (.164)[L̂(n�1)zBF ; cos �BFn�1] = 0 ; [L̂(n�1)zBF ; sin �BFn�1] = 0 (.165)

On obtient~̂P n en remplaçant̂~Ln par son expression en fonction des autres moments cinétiques:~̂Pn = 0BB@ 1Rn (ĴyBF �Pn�1i=1 L̂iyBF )1Rn (�ĴxBF +Pn�1i=1 L̂ixBF )P̂ rn 1CCA (.166)

et donc ~̂Pny = ~̂Pn + 0BB@ i�h cot �BFn�1Rn0�2i�hRn 1CCA (.167)

Reprenons maintenant l’expression de l’énergie cinétique (Eq. .148) et remplaçons~̂P yi par son
expression (Eqs. .159, .162 et .167 ), ce qui conduit à:2T̂ = nXi;j=1Mi;j ~̂P i: ~̂P j (.168)+ nXi=1  �Mi;n�1 i�hP̂ixBFRn�1 sin �BFn�1 +Mi;n  i�h cot �BFn�1P̂ixBFRn � 2i�hP̂izBFRn !!

(.169)

Le premier terme
Pni;j=1Mi;j ~̂P i: ~̂P j se présente sous la même forme que l’énergie cinétique

classique, nous l’appelerons((l’énergie cinétique classique)), mais il ne faut pas oublier que les
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composantes (BF) dê~P n�1 et ~̂P n ne commutent pas toujours avec les composantes des vecteurs~̂P i. Nous allons introduire les commutateurs [~̂P i, ~̂P j] = ~̂P i. ~̂P j- ~̂P j: ~̂P i:2T̂ = nXi=1Mi;i( ~̂P i)2 � i�hMn�1;n�1Rn�1 sin �BFn�1 P̂(n�1)xBF + i�hMn;nRn (cot �BFn�1P̂nxBF � 2P̂nzBF )(.170)+ 2 n�1Xi=1 n�1Xj>i;j=1Mi;j ~̂P i: ~̂P j + 2 n�2Xi=1 Mi;n ~̂P i: ~̂P n + 2Mn;n�1 ~̂P n: ~̂Pn�1 (.171)+ n�2Xi=1 Mi;n�1  � i�hP̂ixBFRn�1 sin �BFn�1 + [ ~̂Pn�1; ~̂P i]! (.172)+ n�2Xi=1 Mi;n  i�h cot �BFn�1P̂ixBFRn � 2i�hP̂izBFRn + [ ~̂P n; ~̂P i]! (.173)+ Mn�1;n 0@ i�h cot �BFn�1P̂(n�1)xBFRn � 2i�hP̂(n�1)zBFRn � i�hP̂nxBFRn�1 sin �BFn�1 + [ ~̂P n�1; ~̂P n]1A(.174)

C’est le fait que les opérateurŝ~P (n�1)yBF et ~̂P nyBF ne sont pas hermitiques et que certains
commutateurs ne sont pas égaux à zéro qui génèrent les deux derniers termes de la dernière
ligne et les quatre autres lignes. La première ligne a la même forme que l’opérateur obtenu à
partir des vecteurs de Jacobi. Ce terme peut se réécrire sous la forme suivante:nXi=1Mi;i( ~̂P i)2 � i�hMn�1;n�1Rn�1 sin �BFn�1 p̂(n�1)xBF + i�hMn;nRn (cot �BFn�1p̂nxBF � 2p̂nzBF ) =nXi=1Mi;i  (P̂ ri )2 � 2i�hP̂ riRi !+ n�1Xi=1  Mn;nR2n + Mi;iR2i ! ~̂Lyi :~̂Li+ n�2Xi=1 n�1Xj>i;j=10@Mn;n ~̂Li:~̂LjR2n 1A + Mn;n � ~̂J : ~̂J � 2Pn�1i=1 ~̂J :~̂Li�R2n (.175)

Il faut insister sur le fait que l’ordre des opérateurs est très important. D’autre part, on peut
remarquer que cet opérateur est identique à celui que nous avons appelé((énergie cinétique

classique)), si l’on place~̂Ln�1 à droite et si l’on remplace(~̂Li)2 par ~̂Lyi :~̂Li, ce qui a de l’impor-
tance que dans le casi = n � 1.

Nous allons maintenant étudier les autres termes :

- le premier terme (.171) provient des termes non diagonaux de l’énergie cinétique classique.

- Le terme en dessous (.172) provient du caractère non hermitique de~̂P n�1 et de la non-

commutation dê~P i avec ~̂P n�1.
Il faut alors utiliser les relations de commutation suivantes :[L̂ix; sin�i] = i�h cos2(�i) cot �i ; [L̂ix; cos�i] = �i�h cos�i sin �i cot �i (.176)
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[L̂ix; sin �i] = i�h sin�i cos �i ; [L̂ix; cos �i] = �i�h sin�i sin �i (.177)[L̂iy; sin�i] = i�h sin�i cot �i cos�i ; [L̂iy; cos �i] = �i�h sin2(�i) cot �i (.178)[L̂iy; sin �i] = �i�h cos �i cos �i ; [L̂iy; cos �i] = i�h cos �i sin �i (.179)[L̂iz; sin�i] = �i�h cos �i ; [L̂iz; cos�i] = i�h sin�i (.180)[L̂iz; sin �i] = [L̂iz; cos �i] = 0 (.181)

Ces équations proviennent de l’expression des composantes (BF) de~̂Li (i=1, : : :, n-2). En uti-
lisant ces commutateurs, on obtient le résultat suivant: le terme consid´eré ici est en fait nul! Ce
qui implique que ~̂P yi ~̂P n�1 + ~̂P yn�1 ~̂P i = 2 ~̂P i: ~̂P n�1 (.182)

L’ordre des opérateurs doit être respecté!

- Le terme suivant (.173) provient du caractère non hermitique de~̂P n et de la non commu-

tation de~̂P i avec ~̂P n. En utilisant les commutateurs ci-dessus, on montre que ce terme est aussi
nul.

- Le dernier terme (.174) provient de la non hermiticité de~̂P n et ~̂P n�1, et de la non com-

mutation de~̂P n�1 avec ~̂P n. Toujours à l’aide des commutateurs précédents, on obtient que ce
terme est égal à2i�hMn�1;nRn (�P̂ rn�1 cos �BFn�1 + (1 + sin2(�BFn�1))~̂L(n�1)yBFsin �BFn�1 )

(.183)

Ces termes ont tous une origine purement quantique.

On obtient finalement:2T̂quant = 2T̂class + i�hMn�1;n�1Rn�1 sin �n�1 P̂(n�1)xBF + i�hMn;nRn (cot �n�1P̂nxBF � 2P̂nzBF )(.184)+ 2i�hMn�1;nRn (�P̂ rn�1 cos �BFn�1 + (1 + sin2(�BFn�1))L̂(n�1)yBFsin �BFn�1Rn�1 )
(.185)2T̂class = nXi=1Mi;i( ~̂P i)2 + 2 n�1Xi=1 nXj>i;j=1Mi;j ~̂P i: ~̂P j + 2 n�2Xi=1 Mi;n ~̂P i: ~̂P n+ 2Mn�1;n ~̂P n: ~̂Pn�1 (.186)
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L’expression quantique de l’opérateur énergie cinétique contient seulement deux termes sup-
plémentaires par rapport à sa contre-partie classique provenant des termes diagonaux en (Mn;n
etMn�1;n�1) et deux autres termes provenant des termes enMn;n�1.
En développant, on obtient l’expression finale en fonction des composantes (BF) desmoments
cinétiques :T̂J = nXi=1Mi;i  (P̂ ri )22 � i�hP̂ riRi !+ nXi;j=1;i<jMi;j(sin(�i) sin(�j) cos(�i � �j) + cos(�i) cos(�j))P̂ ri P̂ rj+ n�1Xi;j=1;i 6=jMi;j sin(�i) sin(�j) sin(�i � �j) P̂ ri L̂jzRj !+ n�1Xi;j=1;i 6=j P̂ ri sin(�i) Mi;j cos(�j)Rj � Mi;nRn !0@e�i�iL̂+j � ei�iL̂�j2i 1A� n�1Xi=1 Mi;nRn P̂ ri sin(�i) e�i�iL̂+i � ei�iL̂�i2i !� nXi;j=1;i 6=j Mi;jRi P̂ rj cos(�j) sin(�i) e�i�iL̂+i � ei�iL̂�i2i !+ n�1Xi;j=1;i<j( Mi;jRiRj �cos(�i) cos(�j) + 12e�i�i sin(�i)ei�j sin(�j)�� Mi;nRiRn cos(�i)� Mj;nRjRn cos(�j) + Mn;n2R2n )0@ L̂+i L̂�j2 1A+ n�1Xi;j=1;i<j(( Mi;jRiRj �cos(�i) cos(�j) + 12ei�i sin(�i)e�i�j sin(�j)�� Mi;nRiRn cos(�i)� Mj;nRjRn cos(�j) + Mn;n2R2n )0@ L̂�i L̂+j2 1A� n�1Xi;j=1;i<j Mi;j4RiRj sin(�i) sin(�j) �e�i(�i+�j)L̂+i L̂+j + ei(�i+�j)L̂�i L̂�j �+ n�1Xi=1(Mn;n2R2n + Mi;i2R2i � Mi;n cos(�i)RiRn )~̂Lyi ~̂Li+ n�1Xi;j=1;i<j( Mi;jRiRj sin(�i) sin(�j) cos(�i � �j) + Mn;n2R2n )L̂izL̂jz+ n�1Xi;j=1;i<j sin(�j) �Mi;jRiRj cos(�i) + Mj;nRjRn! e�i�j L̂+i + ei�j L̂�i2 ! L̂jz+ n�1Xi;j=1;i<j sin(�i) �Mi;jRiRj cos(�j) + Mi;nRiRn!0@e�i�iL̂izL̂+j + ei�iL̂izL̂�j2 1A

107



+ n�1Xi=1 Mi;nRn P ri sin(�i) e�i�iĴ+ � ei�iĴ�2i !+ n�1Xi=1 �Mi;n sin(�i)RiRn  e�i�iĴ+ + ei�iĴ�2 ! L̂iz+ (Mi;n cos(�i)RiRn � Mn;nR2n ) Ĵ+L̂�i + Ĵ�L̂+i2 !� n�1Xi=1  Mn;nĴzL̂izR2n !+ Mn;n ~̂J 22R2n + n�1Xi=1 �hMi;nRiRn sin(�i) e�i�i L̂+i � ei�iL̂�i2 !
(.187)

Cette expression possède un caractère tout à fait général puisqu’elle est valable pour toute
description vectorielle et quelque soit le nombre d’atomes. En particulier, cette expression
est valable pour les coordonnées de valence. L’expression est très compactepar rapport aux
expressions comparables45 obtenues à l’aide du calcul différentiel. Par rapport à l’expression((classique)) T̂ = 12 Pni;j=1 ~̂P iMi;j ~̂P j, il n’y a qu’un seul terme purement quantique supplémen-

taire, à savoir
Pn�1i=1 �hMi;nRiRn sin(�BFi )�e�i�i L̂+i �ei�i L̂�i2 �

(si ~̂Ln�1 est bien placé à droite dans tous

les produits scalaires). Comme pour la description de Jacobi, on peut utiliser labase suivante:< (�); �; 
; �BFn�1; �BF1 ; �BF1 ; : : : ; �BFn�2; �BFn�2 j 
; `n�1; `1;
1; : : : ; `n�2;
n�2 >J=Y 
J (�; 
)(�1)
}
�
1�:::�
n�2`n�1 (cos(�BFn�1))Y 
1`1 (�BF1 ; �BF1 ) : : : Y 
n�2`n�2 (�BFn�2; �BFn�2) (.188)

où }
̀(cos(�)) est la fonction de Legendre normalisées multipliés par(�1)
 et Y 
` (�; �) une
harmonique sphérique telle queY 
` (�; �) = }
̀(cos(�)) 1p2�exp(i
�)69;85;86. L’action des opé-
rateurs intervenant dans l’énergie cinétique sur ces fonctions de base ne pose pasde problème
particulier164.
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10 Appendice 2 : Śeparation en deux sous-systèmes

Dans cet appendice, nous allons reprendre la séparation en deux sous-systèmes d’unemolé-
cule dans le cadre du formalisme vectoriel. Nous allons détailler toute lapartie classique dans le
cas particulier de la molécule d’ammoniac. Comme nous l’avons déjà vu, il est toujours possible
de séparer une molécule en deux groupes d’atomes séparés. Cette séparation est indispensable
lorsque l’on étudie des dimères de Van der Waals tels que(H20)2 . En fait, on peut l’étendre à
toutes molécules. Dans le cas particulier de l’ammoniac, cela nous a mêmepermis d’introduire
la symétrie de permutation des trois hydrogènes. Il faut noter que cette séparation permet en
général de simplifier le formalisme car certains groupes de coordonnées nesont pas couplés
entre eux.

La séparation est réalisée en trois étapes.

- Séparation de la moĺecule dans le cadre de la ḿecanique classique:

Nous appelons (SF1) le référentiel du centre de gravité deH(a)H(b)H(c): ses axes sont pa-
rallèles à ceux de (SF) et son centre est le centre de gravité deH(a)H(b)H(c) (voir Fig. .12). De
la même façon, (SF2) est le référentiel du centre de gravité deH(a)H(b) (voir Fig. .12).

A priori, (SF1) et (SF2) sont en translation non-uniforme par rapport à (SF).
C’est pourquoi quelque soit le vecteur~V , nous avons :(d~Vdt )uSF = (d~Vdt )uSF1 = (d~Vdt )uSF2 (u = x; y; z) (.189)

On sépare l’énergie de translation d’ensemble de la façon suivante :T = TH(a)H(b)H(c)(SF ) + TN(SF ) (.190)

où e.g.TN (SF ) est l’énergie cinétique de N dans (SF). Nous utilisons maintenant le premier
théorème de Koenig ou théorème du centre de masse (voir Chap. 31 dans la Ref.71 et Chap. 5
dans la Ref.72) : TH(a)H(b)H(c)(SF ) = TH(a)H(b)H(c)(SF1) + TGabc(SF ) (.191)

Dans (.190),TGabc(SF )+TN(SF ) est l’énergie cinétique du problème à deux corps[(Gabc; 3mH); (N;mN)]
(voir Chap. 3 dans Ref.72). On peut donc écrire :TGabc(SF ) + TN (SF ) = 12 ~L32�3R23 + 12 P r3 2�3 (.192)

et T = TH(a)H(b)H(c)(SF1) + 12 ~L32�3R23 + 12 P r3 2�3 (.193)
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FIG. .12 –Les référentiels (SF1) et (SF2).
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On applique le théorème de Koenig une deuxième fois :TH(a)H(b)H(c)(SF1) = TH(a)H(b)(SF2) + TGab(SF1) + TH(c)(SF1) (.194)

De la même façon, on peut écrire (comme pour le problème à deux corps) :TH(a)H(b)(SF2) = 12 ~L12�1R21 + 12 P r1 2�1 (.195)

En outre,TGab(SF1) + TH(c)(SF1) s’identifie à l’énergie du problème à deux corps[(Gab; 2mH); (H(c);mH)], de telle sorte queTGab(SF1) + TH(c)(SF1) = 12 ~L22�2R22 + 12 P r2 2�2 (.196)

Utiliser la description de Jacobi revient donc à appliquer plusieurs fois le premier théorème de
Koenig. Le résultat le plus important est le suivant :nous avons séparé l’énergie cinétique deH3 dans (SF1)(voir Eq. (.193)).
Si on s’interesse maintenant aux moments cinétiques :( ~L3)SF = ( ~R3)SF � �3(d ~R3dt )SF (.197)

Nous utiliserons maintenant la notation suivante : si une opération vectorielle est réalisée en uti-
lisant les composantes (SF) des vecteurs, le référentiel n’est pas indiqué. Au contraire, lorsque
l’on utilise d’autres composantes, par exemple pour tirer avantage des relations (.189), le réfé-
rentiel est alors explicitement indiqué. Nous développons maintenant Eq. (.197), ce qui donne :~L3 = 3mH���!GGabc � d���!GGabcdt +mN�!GN � d�!GNdt (.198)

De plus, par définition on ad���!GGabcdt = ��!PGabc3mH et d�!GNdt = �!PNmN .
l’équation (.189) donne~L1 = ~R1 � �1d ~R1dt= mH(�����!GabH(a) � d�����!GabH(a)dt +����!GabH(b) � d����!GabH(b)dt ) (.199)~L1 = mH(�����!GabH(a) � d���!GH(a)dt +����!GabH(b) � d���!GH(b)dt ) (.200)

avecd���!GH(a)dt = ��!PH(a)mH et d���!GH(b)dt = ��!PH(b)mH , de telle sorte que~L1 est le moment cinétique de[(H(a);mH); (H(b);mH)] et calculé dans (SF) par rapport àGab et~L2 = ~R2 � �2d ~R2dt= mH(2����!GabcGab � d����!GabcGabdt +�����!GabcH(c) � d�����!GabcH(c)dt )= mH(2����!GabcGab � d���!GGabdt +�����!GabcH(c) � d���!GH(c)dt ) (.201)
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On a d���!GGabdt = ��!PGab2mH et d���!GH(c)dt = ��!PH(c)mH de telle sorte que~L2 est le moment cinétique de[(Gab; 2mH); (H(c);mH)] et calculé dans (SF) par rapport àGabc, on obtient alors~L = ~L1 + ~L2= mH(�����!GabcH(a) � d�����!GabcH(a)dt +�����!GabcH(b) � d�����!GabcH(b)dt +�����!GabcH(c) � d�����!GabcH(c)dt )= mH(�����!GabcH(a) � d���!GH(a)dt +�����!GabcH(b) � d���!GH(b)dt +�����!GabcH(c) � d���!GH(c)dt )
(.202)

En outre~L est le moment cinétique deH(a)H(b)H(c) calculé dans (SF) par rapport àGabc. De
plus, siH(a)H(b)H(c) est considéré comme isolé :~L = Xi=a;b;c�����!GabcH(i) ���!PH(i) (.203)

avec
��!PH(i) = @T 0@ _�����!GabcH(i) etT 0 = T (SF1). On obtient finalement~L = Xi=a;b;c�����!GabcH(i) �mH(d�����!GabcH(i)dt )SF1 (.204)

On voit que cette dernière expression est identique à Eq. (.202) (voir Eq. .189) si bien quele
problème est formellement identique à celui deH(a)H(b)H(c) isolé.

Ce résultat peut être étendu à n’importe quel dimère où molécule qui peutêtre séparée en
deux sous-systèmes : A et B. Si~R est le vecteur de Jacobi qui relie les centres de masse de A et
de B, et si l’on décrit A parNA vecteurs de Jacobi et B parNB vecteurs de Jacobi. On a alors :T = TA(SFA) + TB(SFB) + 12( ~L2R�RR2 + P rR2�R ) (.205)

(SFA) est le référentiel de centre de masse de A et (SFB) est le référentiel de centre de masse
de B. En outre, l’énergie cinétique de chaque sous-système est donnée par :2TA(B) = NA(B)Xi=1 ( ~Li2�iR2i + P ri 2�i ) (.206)

où ~Li est le moment cinétique duime vecteur de Jacobi calculé dans (SF).�R = MAMBMA +MB (.207)MA (MB) est la masse du sous-système A (B).
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- Quantification directe :

L’opérateur énergie cinétique est74;163 :T̂ = T̂A + T̂B + 12( ~̂LRy ~̂LR�RR2 + P̂ ryR P̂ rR�R ) (.208)

avec 2T̂A(B) = NA(B)Xi=1 ( ~̂Liy ~̂Li�iR2i + P̂ ryi P̂ ri�i ) (.209)

si on utilise les angles définis par rapport aux axes de (SF) (�SF1 ; �SF2 ; 'SF1 ; 'SF2 ... ), les projec-
tions des moments cinétiques sur les axes (SF) agissent de la façon habituelle sur les harmo-
niques sphériques qui contiennent ces angles.

- Définition des deux premiers angles d’Euler:

Pour séparer la rotation d’ensemble des mouvements internes à la molécule,nous allons
définir le référentiel E2 de telle sorte que GzE2 soit parallèle à~R. L’action des projections sur
E2 de tous les moments cinétiques (sauf de~LR) sur des harmoniques sphériques qui incluent
les angles définis par rapport aux axes E2 est celle qui est habituelle. En particulier, les relations
de commutation sont celles que l’on connaı̂t bien :[L̂ixE2 ; L̂iyE2 ] = i�hL̂izE2 (.210)

(et permutations circulaires) pour tous les moments sauf~LR163. D’autre part, on peut utiliser
l’équation suivante : ~̂LRy ~̂LR = ( ~̂Jy ~̂J + ~̂L2 � 2~̂L ~̂J)E2 (.211)

avec (.211) : ~L = �!LA +�!LB (.212)

où
�!LA(�!LB) est le moment cinétique du sous-système A (B). Ces résultats présentent un carac-

tère tout à fait général. Ils sont les résultats du fait queles deux premiers angles d’Euler sont
mathématiquement indépendants desNA +NB vecteurs de Jacobi qui décrivent les deux sous-
systèmes.

La séparation en deux sous-systèmes et l’équation (.211) avaient déjà été publiées dans
l’article de Brockset al.83. Néanmoins dans la formulation qui a été présentée ici, l’utilisation
du formalisme vectoriel nous a permis de nous passer du calcul différentiel etl’opérateur énergie
cinétique est entièrement exprimé en fonction de moments cinétiques.
Ces résultats ne sont qu’un cas particulier de la description de Jacobi. Cependant, T̂A et T̂B
peuvent être réexprimés en termes de n’importe quel système de coordonnéesinternes. A ce
niveau, plusieurs cas peuvent se présenter : i) si l’on utilise une descriptionvectorielle pour
décrire chaque sous-système (vecteurs de valence, Radau, Jacobi,... )62;74;164, on peut se passer
totalement du calcul différentiel; ii) si l’on n’utilise plus la description vectorielle pour décrire
un sous-système alors soit l’opérateur est déjà connu et on n’a toujours pas besoin d’utiliser le
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calcul différentiel (c’est le cas pour NH3 ) soit ce n’est pas le cas, il faut alors utiliser le calcul
différentiel pourT̂ mais la taille du problème a été considérablement réduite.
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