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Le calcul des niveaux rovibrationnels excités d’'une molécule polyatomique, wonhbre
d’atomes est supérieur ou égal a quatre, représente encore un défi gaorleien. Si les ni-
veaux vibrationnels les plus bas sont facilement accessibles dans la foomulatMWatsoh
I'obtention d’harmoniques élevées n’est pas envisageable. En effet aggttoche repose sur
une description en termes de modes normaugui perdent leur signification physique a plus
haute énergie. Or, differentes techniques spectroscopiques ont été mjsestaces vingt der-
nieres années, permettant de sonder les niveaux jusqu’a un seuil de disspetahéme parfois
au dela (niveaux prédissociatifs). Il s’agit notamment de:

1. la spectroscopie d’émission stimulée ou de fluorescence disperséeé (SEP
2. la spectroscopie intracavité laser

Ces expériences fournissent des spectres de plus en plus fins et précisarabéement
de plus en plus difficiles a interpréter.

Les calculs rovibrationnelsexacts comme ceux qui vont étre présentés dans cette these
ont justement pour objectif de relever le défi lancé par les expérimensat@ apportanine
compréhension tres détaillée de la structure du spectre des molgmijegomiques

Pour étudier la dynamique moléculaire, nous allons tout d’abord nous placer dans le cadre
tres général de I'approximation de Born-Oppenheimer afin de traiter le @moent des noyaux
séparément de celui des €électrons. Cette approximation repose surdeddés noyaux sont
beaucoup plus lourds et donc plus lents que les électrons. Comme nous n’allons considérer
que I'état électronique fondamental, I'énergie électronique n'appaddinc que sous la forme
d’'une énergie potentielle qui est une fonction des positions relatives des noyaux€siefa
potentiel). Cette surface de potentiel est obtenue a I'aide des calbuilstio de la chimie
quantique qui ont connu un développement considérable ces vingt dernieres annaegeUn
objectif tres important des calcuiexacts de la dynamique des noyaux est justemertedeer
la qualité et le domaine de validité de ces surfaces de potentiel

Pour pouvoir atteindre des niveaux vibrationnels tres excités pouvant correspodese a
mouvements de grande amplitude des noyaux, nous allons abandonner les coordonnées nor-
males de la spectroscopie de vibration-rotation traditionnelle. Cellessomiepertinentes que
pour des mouvements de faible amplitude autour d’une position d’équilibre. Pour une molécule
polyatomique, plusieurs ensembles de coordonnées internes sont alors possiblegeesité di
du choix de représentation des coordonnées augmente tres rapidement avec éediatoirres
de la molécule. Les divers ensembles de coordonnées envisagés comportems t8Nj6 co-
ordonnées internes (N est le nombre d’atomes de la molécule) qui décreveantjement des
atomes dans la molécule et trois angles d’Euler. En effet, la rotationrdelicule est repérée
a l'aide d’'un référentiel mobile lié a la molécule (le réfgtiel «Body Fixed ou (BF)) dont
I'origine est placée au centre de gravité de la molécule, les axes toavemta molécule de
maniere conventionnelle. Ce référentiel est alors repéré pdrdes angles d’Euler par rapport
au référentiel de centre de gravité de la molécule (réféeredfiphce Fixed ou (SF)) qui est
supposé galileen puisque la molécule est isdlie étape crucialele I'étude de la dynamique
des noyaux est aloie choix de I'ensemble des coordonnées internes et d’Euler qui dépend



essentiellement de la représentation physique que I'on se fait de la molBdalg insister ici
sur le fait qu’une mauvaise description de la molécule peut rendre impossilaliels des états
vibrationnels.

Alors que la formulation de Watson permettait de répondre facilement au prebiie
I'étude de la dynamique des noyaux, I'utilisation de coordonnées quelconquds poasgeme
tres délicat du calcul de I'opérateur énergie cinéticaesocié. En principe, cet opérateur peut
toujours étre obtenu en partant de I'énergie cinétique en coordonnéeserants de la molé-
cule et en effectuant le changement de variables qui fait passer des coordcemésiennes
aux coordonnées que I'on a choisies pour décrire la molécule (approche de PoddN&an-
moins, le changement de variables peut se révéler tres difficilal&eéet surtout, le résultat
obtenu peut étre inutilisable en raison de sa complexég@remiere partie de cette these a pour
objectif de proposer une nouvelle méthode qui permet de contourner ces prablemes

Une fois I'opérateur énergie cinétique obtenu, il faut enat#nir une base de fonctions
mathématiquedes coordonnées pour exprimer I'opérateur hamiltonien sous forme matricielle
Diagonaliser cette matrice revient alors a résoudre I'équation deo8iciger indépendante du
temps et donne acces aux états propres de la molécule. Cependant, une tellecgpgubétre
utilisée pour des systemes comportant quelques milliers d’états seulérrent N < 10%),
pour des raisons d’encombrement mémoite ) et de temps de diagonalisatior (V?). De
telles dimensions sont a peine suffisantes pour traiter les moléculesigaies fortement ex-
citées vibrationnellement et/ou rotationnellement. En effet, seuls300% des valeurs propres
obtenues (les plus basses) sont effectivement convergées. L' wiitiskgila nouvelle génération
d’ordinateurs massivement paralléles repousse cette limite, sans pant petmettre I'étude
de molécules tétra-atomiques fortement excitées. Afin d’étudierlslspectres moléculaires
complexesc’est-a-dire nécessitant de tres grandes bases d’états naatésydour leur descrip-
tion, il est impératif deecourir a des méthodes numériques spécialement adgptiesxemple
en améliorant la base moléculaire utilisée pour décrire le systamen utilisant des méthodes
permettant le calcul sélectif de niveaux dans un domaine d’énergie donné.

L’objectif de ce travail de thése est de développer une méthode numérique peauet-
tant, sans effectuer d’hypotheses, de simuler le spectre d’excitation ativitmelle de I'am-
moniac

La molécule d’ammoniac est une molécule tres étudiée en particulierl’poatyse des
spectres planétaires enregistrés dans I'atmosphere de Jupitenteesjplanétes géantes’. Il
existe en effet de nombreuses données expérimentales dans differentsetorucspectté .

Lammoniac est un systeme particulierement délicat a étudier posiguirs raisons: tout
d’abord I'existence du mode d’inversion de 'ammoniac, dont la barriere d’swe se situe
vers 1820 cm~! seulemertt'™2%, pose de nombreuses difficultés. Selon Papoesek >,

il faudrait au minimum un développement a I'ordre 10 du potentiel par rapporpaddion
d’équilibre, pour reproduire la barriere d’inversion avec une erreur iafiee a 1 %! Leffet
tunnel conduit a un dédoublement de tous les niveaux situés en dessous de la.@2eride-
doublement vaul.79 cm~! pour I'état fondamental, soit une frequence associée d’environ 23.7



GHz et donc une durée de vie associée de 42 ps. Cette propriété a d'ailearplettée pour
réaliser le Maser a Ammonidt®. La deuxieme difficulté provient de la présence de résonances
de Fermi des les premiéres harmonigdgsar exemple entre, et2, ou entrevs et2v, olvy,

v, 13, €ty sont respectivement le mode d’élongatiest(etch) symétrique, le mode d’inver-

sion (mode de déformation adoend symeétrique), le mode d’élongation antisymétrique et le
mode de déformation antisymétrique. Il existe aussi une résonance de Oaelimgson entre

v, etrs** 7 visible a partir des harmoniques contenant trois quanta dans les modes d’étirement.
Toutes ces résonances compliquent considérablement le spectre de I'anifighiac

Cette these se décompose donc en deux parties:

1) un formalisme général qui fournit I'expression de I'opérateur éneietique quelle
gue soit la descriptiorvectorielle: de la molécule et qui permet d’éviter I'utilisation du calcul
differentiel. Cette approche fournit un cadre particulierement adapté pswwyktemes possé-
dant des mouvements de grande amplitude.

2) Une application du formalisme précédent au spectre de 'ammoniac quiesgite la
mise en oeuvre de differentes méthodes numériques développées &uegpour I'étude des
systemes de taille importante.
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1 Introduction

La détermination du spectre rovibrationnel d’'une molécule suplaogsolution de I'équa-
tion de Schrodingeindépendante du temfis? :

HY=EV
ol 4 est I'opérateur Hamiltonien décrit par
H=T+V
ol V est le potentiel ef’ 'énergie cinétiqué.
Dans tous les cas, tout calcul de spectre nécessite :
- de définir un systeme de coordonnées adapté a I'etude ;
- d’exprimer I'Hamiltonien a I'aide de ces coordonnées;

- et enfin, de définir une base mathématique pour développer la fonction d’onde.

1.1 Choix du syséme de coordongies

Si on ne considere que le mouvement des noyaux, un systeme moléculaire conditué de
atomes est décrit a I'aide de 3N coordonnées cartésiennes. Pourdiiedpigroupe de rotation
de la molécul& et reduire ainsi la dimensionalité du probleme, il est indispensable deesépa

1. Il faut noter que les valeurs et fonctions propfé&s, , ¥,,, } d’'un HamiltonienH peuvent aussi étre obtenues
par propagation dans le temps d’un paquet d’ondes iniéaltalre®,*' :

P, = exp{—iﬁt/h}@o
La transformée de Fourigir (F) de la fonction d’autocorrélatioa ®q|®; >
+T '
Cr(F) = / < Bo|D; > PR (.1)
-T

correspond, en effet, & une combinaison linéaire de gictes autour des differentes valeurs prog#gs Il existe
egalement une méthode de diagonalisation filtrée, (fficmee, proposée par Neuhaustral 243, Néanmoins,
nous ne parlerons pas de cette approche dépendante dugeepsus n'avons pas utilisée durant cette these.
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dans la paramétrisation de la molécule, les mouvements d’ensemblecftoodonnées carté-
siennes pour décrire la translation d’ensemble et trois angles d’Euler poriredi@d rotation
d’ensemble) des mouvements internes de la molécule.

La molécule étant considérée comme isolée, le mouvement de trangl&nsemble, re-
péré par celui du centre de gravité de la molécule, est rectiligne etroméfdans le référentiel
du laboratoire (noté (LF) deLaboratory Fixed Framg. Ce mouvement pouvant &tre totale-
ment séparé et donc éliminé dans I'écriture de I’'Hamiltonien geacethéoreme du centre de
masse ou théoreme de Koenig, nous n’en parlerons plus par la suite.

Pour éliminer la translation d’ensemble, on définit un nouveau réfetepace Fixed Frame
(SF), dont I'origine se situe au centre de gravité de la molécule et dont lssareparalleles
a ceux de (LF). Dans ce nouveau référentiel, le systeme n’est ptui gée par 3N-3 coor-
données. On définit ensuite un troisieme référentBady Fixed Frame (BF), appelé aussi
réféerentiel mobile, dont I'orientation est repérée par trois anglEsilér, et qui accompagne le
mouvement de rotation d’ensemble de la molécule de maniére conventionnetietiaer ainsi
de séparer la rotation d’ensemble des mouvements internes.

Une fois les trois angles d’Euler définis et la translation d’ensembheirédie, il ne reste
plus que 3N-6 coordonnées internes pour décrire les mouvements de déformattomde |
lecule. La diversité du choix de systemes de coordonnées augmentepicesmmant avec le
nombre d’atomes. On peut citer comme exemples:

- les coordonnées normales, tres utilisées pour les mouvements de peplésdes (ap-
proximation harmoniqué)

- les coordonnées de valence servant a décrire les mouvements dans désrigmitent
anharmoniqués;

- les coordonnées de Jacthiutiles pour décrire les mouvements de grandes amplitudes
rencontrés, par exemple, au cours de réactions d’'isomérisation ;

- les coordonnées hypersphériques pouvant décrire certains processusro@lisi ou de
dissociation d’une part, ou les systémes lies symétriques d’autré.part

En fait, le choix du systeme de coordonnées est une étape cruciale. £l effetoujours
possible de définir un systeme de coordonnées optimal (voit’Rehais ce systeme peut étre
tres compliqué et €éloigné des systemes de coordonnées les plus halitoels ceux cités ci-
dessus. D’autre part, I'optimisation des coordonnées dépend sensiblement aineldraner-
gie. En fait, il peut se révéler plus efficace d’optimiser les fonctiortzade que les coordonnées.

Néanmoins, méme s'il n’est pas optimlal systeme de coordonnées doit repondre a un cer-
tain nombre d’attentes

- Il doit conduire a un formalisme relativement simple pour ne pas alourdir lessagtapes
de la démarche générale.
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- Il doit &tre conforme a la description d’ordre zéro de la molécgle I'on a en téte. En
effet, comme I'ont montré les calculs d’optimisation des coordorfgas systéme peu adapté
au probleme physique peut conduire a un probléme numérique insoluble et a un dédoublement
des niveaux situés en dessous de la barriere. Il est alors indispensabiged’uh trés grand
nombre de fonctions de base pour converger les premiers états.

- Il doit tenir compte des symétri@entuelles de la molécule, puisque I'utilisation de la
symeétrie simplifie le traitement numérique de facon significative shpeun étiquetage plus
facile des niveaux moléculaires.

Dans le cas de NH nous présenterons dans la section 4.2 un exemple de systeme de coor-
données adapté a un probleme physique tres particulier.

1.2 Calcul de I'operateur eénergie ciretique

Il faut aussi étre capable d’exprimer I'opérateur énergie cinétigpérateur differentiel) en
fonction des coordonnées. |l serait souhaitable que cette étape n’ait pas diefkie le choix
des coordonnées. Ce n’est malheureusement pas le cas.

En effet, I'approche la plus générale, celle de Poddlsky?, part de I'expression de I'énergie
cinétigue en coordonnées cartésiennes. Si I'on dispose de I'expression defiasocwordon-
nées en fonction des coordonnées cartésiennes, on obtient directemerrstBappar un chan-
gement de variables. Cependdiapproche de Podolsky est tres difficile a mettre en oegare
elle fait appel au calcul différentiel donc a des calculs rapidement pridibit

Méme si la difficulté des calculs peut &tre contournée en faisant apfes logiciels de calculs
symboliques tels que Mathematitad’, cela conduit souvent@es expressions incroyablement
compliguéesmpliquant de nombreux term@s$”. Pour s’en convaincre, il suffit de se reporter a
I'expression de 'opérateur énergie cinétigliele la moléculed, 0, obtenue par Handy et col-
laborateurs, et qui utilise des coordonnées de valence : elle est condatG@&aermes distincts
et nécessite plus de deux pagesldurnal of Chemical Physits

D’autre part, chagque terme pris séparément n’est pas hermitique et n‘arpasiént la syme-
trie de la molécule, ce qui peut poser des difficultés lors de la résolutionriguaé&le I'equa-
tion de Schrodinger. D’autre part, la signification physique des opérateuragirgiuellement
est treés peu claire. Enfin le probléeme des singularités apparentegstelevenant divergents
lorsque I'on s’approche des bornes de I'espace de définition (voir sections 3.1 etpédine
révéler sans solution.

Nous présenterons, dans la section 2, un formalisme vectoriel qui permeedtéwi calcul
differentiel et permet de contourner ces difficultés.

15



1.3 Choix de la representation

En vue de la détermination variationnelle des états vibrationnels, ild@finnir une base
appropriée pour exprimer I'opérateur Hamiltonien sous forme matri¢iéfleLa base mathé-
matique (dans la limite ou le nombre de fonctions de base tend vers l'infinitd®i@mplete’.
En principe, la meilleure base correspond a celle qui minimise les tdraresliagonaux de la
matrice hamiltonienne. Cette propriété permet de diminuer la taille dada nécessaire a la
convergence des niveaux recherchés. Dans cette these, le choix de [arib@tve sera tou-
jours dicté par la forme de I'opérateur é€nergie cinétique, ce qui nous peardetrésoudre les
problémes liés aux singularités apparentes tres simplement.

Une fois établie I'expression dé, nous proposerons une représentation angulaire et radiale

(voir section 3). Plus précisément, dans le cas dg,Midus décrirons, dans la section 4.3, la
représentation primitive que nous utiliserons par la suite.

16



2 Deétermination de7’ dans le cadre du formalisme vectoriel

2.1 Approche de Podolsky

La démarche la plus générale pour obtenir 'opérateur énergigguméatn fonction de n’im-
porte quel systeme de coordonnées est celle qui découle le plus directemenhdpgpde
la mécanique quantique. On part de I'expression de I'énergie cinétique elofodes coor-
données cartésiennes, puis on quantifie cet opérateur par les méthodedlasabinsuite, en
utilisant les relations qui relient les nouvelles coordonnées aux anciennesappkquant les
régles du calcul différentiel, on obtient I'expression de Poddlsky

27]
h 0
Dy = ——— 3
pqz Zan ( )

La matriceg est donnée par le calcul difféerentiel. Il faut noter que nous nous sommes placés
dans le cadre de la convention de normalisation euclidiéndans laquelle la fonction poids de
I'éléement de volume intervenant dans les intégrales est le Jacobienmigechant de variables.
Dans l'article de PodolsKy I'auteur avait utilisé une autre convention (celle de WifSpdans
laquelle les moments conjugués sont tous hermiti¢UEs outre, dans ce dernier cas, il apparait
toujours un terme extrapotentiel c’est a dire purement multiplidatin fait, toutes les expres-
sions donnant I'opérateur énergie cinétique sont établies plus ou moins diexdta partir de
cette expression.

Le formalisme vectoriel que nous allons présenter maintenant n’échappe gts eegle :
il est construit de maniere a donner exactement le méme opératéuue celui obtenu a par-
tir de I'expression de Podolsky. La principale difference provient du fait gpéiimet d’éviter
le calcul differentiel en introduisamtes combinaisons linéaires de momemie Chapuisagt
al.16:60.56476 gnt appelé&uasi-momentst qui sont, dans notre cas particulides projections de
moments cinétiquek’expression que nous donnerons n’est finalement qu’une généralisation &
plusieurs moments cinétiques, des formules déja existantes ddfreantonction des projec-
tions du moment cinétique total (voir les réfereri€€s par exemple).

2. ll existe un lien direct entre la convention de normal@atui impose I'elément de volume dans les intégrales
et I'hermiticité des opérateurs. En effet, pour un op@radonné, I'opérateur adjoint est obtenu par intégrgbar
partie, et la forme de I'opérateur autoadjoint est imgopér I'action de cet opérateur sur la fonction poids de
I'element de volume. Dans le cas de la convention de Wijlkofonction poids est égale a un, c’est pourquoi tous
les moments conjugués sont hermiticfiles

17



2.2 Le formalisme vectoriel; idee de base

Nous avons développé un formalisme vectoriel conduisant & I'expressidheteévitant
tout calcul differentiel par I'introduction de combinaisons linéaires de nragides projec-
tions de moments cinétique&de formalisme peut étre qualifié deectoriel car nous décrivons
la molécule a N atomes a l'aide de (N@cteursﬁi (t=1,..., N — 1) repérés chacun p&r
coordonnées sphériqueg;. b;, ¢; ).

Nous exprimerond’ a I'aide de ces coordonnéesdeis moments cinétiqués associés a ces
vecteurs Si on développe dari les projections des; en fonction des moments associés aux
coordonnées, cela conduit a I'expression obtenue a 'aide de la formule de Po@#plen-
dant, notre approche présente les avantages suivants :

- le formalisme vectoriel donne 'opérateur énergie cinétigregvitant tout calcul diffé-
rentiel et inversion de matricesous une formeompacteparfois de taille tres réduite (cas des
coordonnées orthogonales) et ceci quelque soit le nombre d’atomes. Les differemds in-
tervenant dans I'Hamiltonien sohermitiqueset possedenine signification physique claire

- Ce formalisme est valable poun grand nombre de systemes de coordonoggsgo-
nales (Jacobi ou Radau) ou non-orthogonales (valences ou toutes rotations de ces cog)rdonnée
Il permet d’introduire simplement les coordonnées qui rompent la descriptioorigdtd, telles
que les coordonnées hypersphériques qui sont une reparamétrisation des coordodenéss de
ou des coordonnées dites de valence intérnes

- Il permet le choix deeprésentations adéquates qui éliminent les singulariépparentes
et qui permettent de traiter analytiquement la plupart des termes dans |&orgfique du fait
de la présence des projections des moments cinétiques dans son expression .

- Il est adaptable a un grand nombre de systemes. Nous donnerons deux exeRIes,: (
et NHs).

18



2.3 Deétermination de T pour un systme cecrit par (N-1) = n vecteurs de
Jacobi

Le formalisme vectoriel est général. Dans cette section, nous &bqpiquer a la descrip-
tion d’'une molécule a I'aide de vecteurs de Jacobi c’est-a-dire en cooreemnnogonales.
En effet, seule cette description a été utilisée lors de I'étudettie Bependant, nous donnons,
dans I'Annexe 1, sa généralisation au cas ou la molécule estedper un bouquet de vec-
teursk; quelconques, pouvant étre par exemple des vecteurs de valence. Les vectaaobile J
sont construits de telle sorte a ce que I'énergie cinétique associ@kagmnalé®. Ce sont tou-
jours des vecteurs d’extrémités distinctes reliant soit deux atomésysceéntre de gravité d’'un
groupe d’atomes et un atome, soit enfin, deux centres de gravité de groupe d’atomes.

Nous avons défini dans la section 1.1 trois réferentiels : (LF), (S(BFt

Il est important de noter des maintenant queeis travaillerons toujours dans le référen-
tiel (SF) galileen En particulier, les moments cinétiques que nous allons introduire seront tous
calculés dans ce référentiel’. De ce fait, le moment cinétique total, décrit comme la somme
des moments cinétiques partiels, sera une constante du mouvement (isotrogspalecl dans
(SF)). Le réferentiel (BF) ne sera utilisé que pour séparer laiootdtensemble et pour projeter
les moments cinétiques.

On peut décrire toute molécule a N atomes par un jeu de n=N-1 vecteursad'Ja
(B i=1,...,n)

Dans le référentiel (SF), chaque vecté_ﬁrest repéré par trois coordonnées sphérigues, ce qui
conduit a un jeu de 3N-3 coordonnéés;, 077 i =1,....n = N —1).

En particulier, dans le cas des vecteurs de Jacobi, I'énergie cinélagsque est donnée
par I'expression suivante:

27 =3 =4 (.4)
=1 Hi

ol u; est la masse réduite associée au i-eme vetteur
Dans cette expression, nous avons délibérément omis le terme concernargik de trans-
lation d’ensemble qui est séparable du reste de I'énergie cinétiqueiépita@oreme de Koenig

ou théoréme du centre de madsé ). Ce terme est une constante prise égale a zéro pour la mo-
lecule isolée puisque nous travaillons dans le réféerentiel (SF).

D’autre part, par définition :

B2 (5)
OR; OR;



La derniere égalité n’est valable que parce que le systeme est cdifserva

—

P; peut étre exprimé en fonction du moment radialet du moment cinétiqué; = R; A P,
associé au mouvement de:

—

5 éi A Ly
P=Pia - (.6)
oli¢; est le vecteur unitaire colinéairefy et P! = %
On obtient donc finalement:
Pt I
QT:Z( i —I_/,L'R»?) (.7)
i=1 2 14l
En outre, le produit scalaire :
[P=13+ L3+ 1% (.8)

peut &tre calculé en utilisant les composantes dans n'importe quelnééere

Pour passer a I'opérateur quantique, on utilise une réegle de quantificatiotgtifé¢! qui

indique queL!L; est I'opérateur associé &. Ceci nous améne a I'expression suivante, en
utilisant la convention de normalisation euclidiefthe
N R I
2T = - R, + = 9
2( pi Ri OR? MiR?) (-9)

pro_ h 0 atprt — h 0 4 2k
Avec Pl = Tag etPT = 25+ &

Jusqu’a présent, le probléme était exprimé en terme de 3N-3 coordolmefest, grace a
I'isotropie de I'espace, il est possible de ramener & un probléme de taille inférieure

En effet, la théorie des groupes de rotatigorécise gu'il est toujours possible de représen-
ter de fagcon univoque la rotation dans I'espace d’un solide, a I'aide de troimptaes qui sont
les trois angles d’Euler que nous appellerenss? et~ (voir Fig .1).

On appelle réféerentiel (E1), le référentiel obtenu a partir de (SF) pdation dea autour
de G.sr et (E2) le référentiel obtenu a partir de (E1) par rotation deautour deG =1 . Le
référentiel obtenu par rotation de autour deG:.=- est le référentiel (BF) qui possede le méme
axez que (E2):G,52: = G 5r.

Sion utilise des fonctions de base adaptées, c’est-a-dire les étedesmatrice de Wignér:

J+1/2

27‘[‘ D&Q*(avﬁvﬁy)v
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on traite le probleme quantique de la rotation directement dans chaque repiésentduc-
tible du groupe de rotatioh On tire ainsi profit du fait que J est un bon nombre quantique et du
fait que le probléme est degénéré en M, sa projection sur faxé’, puisque le choix dé/ ="

est arbitrairé'.

On passe donc directement d’'un probleme a 3N-3 a 3N-5 degrés de liberté
D’autre partle potentiel ne dépend plus que de 3N-6 coordonmaegui représente un avan-
tage numeérique considérable.

Le formalisme vectoriel permet de décrire tres simplement laiootal’ensemble et pour
ce faire il est nécessaire de définir le réféerentiel (BF). Ralia, le mieux est d’aligner I'axe
z du réferentiel (BF) aved, qui est le vecteur du bouquet associé a la plus grande masse
reduite (plus cette masse sera grande par rapport a celle des autress/euieilleure sera
notre descrlptlon)R est repéré paf>! et o>t dans (SF) de telle sorte qu'il suffit de poser
(voir Fig .2):

_ SF
Oé_g‘on

5 = g5 (.10)

On réalise alors le changement de variables suivant :

(R, 077, 07050 =1

[ I A LR

n=N-1)—= (R0 oF%i=1

i1 T Ly ey

N —=2:R,, o, [3).

Ce choix des deux premiers angles d’Euler est particulierement important pliagup-
paraitre un nouvel axe de quantificatiofi;=: = G'.z». On utilise en effet, la projection du
moment cinétique? sur cet axe, comme nombre quantique dans les éléements de matrice de
Wigner.

Le choix du troisieme angle d’Euler est bien moins important, puisque I'axe de quanti
fication n’en dépend pas. Le plus simple est d’imposer éuel reste dans le demi-plan
(xPTGZPE 2B > () de telle sorte que = »%, (voir Fig .2, .6 et .7). On réalise alors
le changement de variables suivant (voir Fig .1, .2, .6 et .7):

(Ri, 07, 0F%i = 1. N = 21 Ry, 0, 3) — (R, 0P7 = 072, 0PT = o2 — 72,50 =
L,....N =3;R,,a,3; R,_1,05%, —0521,7:99531).

On peut remarquer, a ce niveau, que cette maniere de définir les trois ditgder, a savoir
une rotation autour dé'.sr puis une rotation autour d€,z: et enfin une autre rotation autour
de G.=, est purement arbitraire. Il existe d’autres conventions qui consistentnéupesrles
axes, mais celle-ci est de loin la plus utilisée actuellement.

Dans I'équation (.9), le terméTL peut étre calculé en utilisant les projections des moments
cinétiques sur les axes de n’importe quel référentiel en rotation, puisguedtrices de rotation
sont orthogonales.

3. est la projection d& surG, sr.
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Fic. .1 -Séparation de la rotation d’ensemble :

Référentiel (SF) NH;
3N -3 9

‘l Référentiel (BF)

Trois Angles d’Euler

a, B,
3N —6 6
Coordonnées internes Ri, Ra, Rg

BF BF , .BF
01 » V2 7901
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FIG. .2 —Séparation de la rotation d’ensemble dans la description vectorielle §) :

|
|
G = J = Vo
05
a = 5" Y = py”
B = 05"
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L'expression dd’ (Eq. .9) en terme des moments cinétiques n'est pas satisfaisante geus cet
forme car elle ne fait pas apparaitre explicitement le moment cinétidailede la molécule, noté
J. D’autre part, pour exprimer les produits scalaires intervenant dans I'epraous sommes
amenés naturellement a projeter les moments cinétiques sur leduasé&férentiel (E2) ou (BF)
puisque nous avons imposeé l'ake=> = (,s» comme axe de quantification.

A ce niveau, il faut séparer les comportements des moments cinétiquestengyoapes :

—

—L;ji=1,...,n—=2;

le moment cinétique associé au vecteur qui sert a définir le¢roisgngle d’Eulef.,,_; ;

le moment cinétique du vecteur aligné avec I'axe de quantificdtign

— et enfin le moment cinétique total
1)[_52';@': I,....,n—2:

Le point le plus important concernant les vecteéy@ =1,...,n—2) estle fait quils sont
mathématiquement indépendants des angléset »>1" servant a définir le référentiel (E2)
ainsi que de-2?, qui sert a définir le référentiel (BF).

Ces propriétés conferent aux projections de ces moments cinétiques sueseB&) et (E2)
exprimées en fonction des coordonnées définies dans ces référemelsats moments conju-
gués,des propriétés tres simplegn fait, tout se passe comme si les changements de variables
(SF) — (E2) ou (BF) n’affectaient pas ces moments cinétiques. En d’'autregseion peut
utiliser les projections sur (E2) ou (BF) comme s’il s’agissait de prajestisur les axes d’'un
réferentiel fixe.

En premier lieu, ces projections sur les axes de (E2) ou (BF) vérifientl@sons de commu-
tation habituelles comme le montre la théorie des grotipes

[[Ajm, jjw] = Zh[A/ZZ 3 [[A/Zy, EZZ] = Zhjjm 3 [[A/ZZ, [A/m] = Zhjjzy (11)
En outre, tous ces opérateurs sont hermitiques, et surtout, leur expressimtgort des angles

définis par rapport aux axes (E2) et (BF) et de leurs moments conjugués omhiafioréne que
dans (SF) (avec la conventidh = 8%) ;

Li, = th(sin 0y, + cos @; cot 6,0,,)
Ly = ih(— cos ;0 + sin ¢, cot 0,0,,)
Li:l: == [A/m + Z[A/Zy == heiw" [:l:agl + 1 cot (928%]

Li. = —ihd,,

1 1
691. sin (92891 —|— —82)

sin?@; ¢

iz = —ny

sin 6;

(.12)
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2) Zn_l :

Tout ce que nous venons de dire au point précédent est vrai pour les projections de ce mo-
ment cinétique sur les axes du référentiel (E2). En revanche, tewek, _, sert a définir le
référentiel (BF) et son mouvement est contraint a I'intérieur deet&rentiel.

Ses projections sur les axes du référentiel (BF) ne vérifient plus lessréigl commutation
habituelleq.11) et ne sont pas auto-adjointes. Leur expression est donnée par:

n—2
jj(n_l)xBF = —cot afi(jZBF — Z [A/Z'ZBF)
=1
[A/(n—l)yBF — —Zhaeff‘l
n—2
L(n_l)ZBF = JZBF — Z LZ'ZBF
=1
(.13)
Onadeplus: ) )
(L(n—l):l:BF)T == L(n_l):tBF + h cot 9n—1 (14)
3) L,

Le mouvement du vectelt, est contraint & rester le long de I'axe z du référentiel (BF).
L'expression des projections,, et L., sur les axes (E2) ou (BF) est compliquée. Tandis que
par définition de (BF), ona:

L,.er =0 (.15)
On voit donc qudes relations de commutation habituelle3l) ne sont pas du tout vérifiees
Il faut noter que ce résultat ne contredit en aucune maniere les principes éedaigque quan-
tique puisque cette derniéere relation n'apporte aucune certitude supplémettegtet, I'axe
z du référentiel mobile est en mouvement et est lui-méme touchégpaidtions d’incertitudes.

5t s, ~ L 2
Le plus simple est de remplacey L,, dans (.148) patJ — >0 L;) (J — X Ly). Le
terme correspondant dans I'expression de I'énergie cinétique contiendra legmdel&orio-
lis.
Le fait d’avoir pris la masse réduite la plus grande possible permet donc bien de neénireis
couplage

4) Le moment cinétique total :
Les projections sur les axes (BF) vérifient les relations inverisisesconnues:™ :

[jl,BF, ijF] = —ihjZBF ; [ijF, jZBF] = —ihjl,BF ; [jZBF, ijF] = —ihijF (16)

A A A . 1
J:tBF = Jil,BF + Z.JinF = Z'he:Fw[ ; ﬁaa + iaﬁ — cot ﬁaw]

sSin
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Jopr = —ihd,

(JYpr = —h?[maﬁsm@aﬁ (B2 + Do — 208 $3a0,)]

5
(.17)

De 1), 2) et 3), il découle que les projectionsfjeur les axes de (E2) ne verifient ni les relations
normales ni les relations inversées et ne sont par hermitiques, ¢ afetqué(J?)BF JtJ =
(J')p2 # (J?) B2

En outre, il faut noter que de (.13) et (.16), il découle dye 5+ €t L,_;).sr Ne com-

mutent pas aved,s- et ijF, ce qui traduit une fois de plus le fait que le vectéyr , est lie
au réféerentiel (BF).

On obtient finalement en éliminant le dernier moment cinétique et en teoanite des
problemes de commutation et du fait qug_,),s~ n’est pas auto-adjoint:

= (J2+ (X Lo (X L) —2J(X Li))sr
=1 =1 =1
LR ok ol oy
=(JUJ+ (> L) —2() L;)J) (.18)
=1 =1 E2

Ce qui aboutit a la formule suivante pour I'opérateur énergie cinétique

4.5 5 ) % o 2
o RP 192 UL (P4 L) L) — 2 (5 L) s
2T =Y (——— =R, e i=1 i N 2uiz1 L is Li
2 i R OR? )+ ;(MZRZQ) - [t 12,

=1

(.19)
En développant et en simplifiant :

n h? 1 82 n—1 1
2. 2u; R; aRzR)—I_ _Z:

1

_'_
ML

. { 2p, R? 2/121%2

.
Il

S <f )
JL; - /BE .20

|
Ing

L'ordre dans lequel se présentent les opérateurs n’est pas arbitraire et deicétrserve scru-
puleusement puisque certains opérateurs ne commutent pas entre gux,er et L,_;.sr

avecJ,sr et.J,sr).

Pour éviter tout malentendu, il faut insister sur le fait que les momentsques apparais-
sant dans I'expression de I'énergie cinétique sont calculés dans lenéé (SF) mais projetés
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sur les axes du référentiel (BF). En d’autres termes, les compasamtgBF) (ou (E2)) des
moments cinétiques sont concues comme des quasi-moments au sens de Naysisat®ha

L'utilisation de ces moments cinétiques permet:

- d’éviter I'utilisation du calcul différentiel dans le calcul de I'opérateénergie cinétique ;

- de donner un sens physique a chaque terme (de déformation, Coriolis, orientationnel...)

- d’éviter les difficultés inhérentes a la présence«dimgularites apparentes’;

- d’assurer I’hermiticité de chaque terme;

- de conduire & une expression compacte.

Si on développe les projections de tous les moments.saif fonction des coordonnées
et de leurs moments conjugués, on obtient I'expression de I'opérateur donné pagtieodes
habituelle$’>°¢7. Si I'on développe I'expression des projections.Hen fonction des angles
d’Euler, on obtient une expression identique a celle de Podalslans le cadre de la normali-
sation euclidienne.

Il faut noter que I'expression de I'opérateur énergie cinétique sous aetreefavait déja
été donnée et utilisée dans le cas des molécules tri-atomiquesgvoaferencés®!). Notre

travail a permis de généraliser cette relation. Tous ces résw@tat valables pour n’importe
quel systeme de coordonnées orthogonales, en particulier pour les coordonnées d& Radau

4. Voir paragraphe 3.1.
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2.4 Expression de leénergie ciretique d’'un syseme £paré en deux sous-
sysemes: application aux dimeres de Van der Waals

Nous allons montrer que le formalisme vectoriel s’adapte trés bien auudasnoolécule
peut &tre séparée en deux sous-systepmame dans le cas des dimeres de Van der Waals, ce
qui permet de retrouver tres simplement et sous une forme plus généndsutats de I'article
de Brockset al®® dans lequel I'équation (.27) est donnée (pour une étude plus compléete voir
I’Appendice 2).

Placons nous tout d’abord dans le cadre de la mécanique classique et séparoesldemol”
en deux sous-systemes A et B (composés de respectivekeat Ng atomes) qui peuvent
étre deux monomeres dans le cas d’un complexe de type Van der Waals, par eesmplax
molécules d’eau dans le dimére de I'eau. On peut toujours écrire pour I'ere@ngtique :

T:TA(SFA)—I-TB(SFB)—I-TGA‘|‘TGB (.21)

ou SFA(B) est le référentiel centré au centre de gravité desystA(B) respectivement. Ces
deux référentiels ne sont plus galiléens puisqu’ils sont en translation nonraeifear rapport
a (SF).

Ta, 5 estl'énergie cinétique du centre de gravité de A(B) dans (SF). Cetteéddeequation ne
traduit que la séparabilité de la translation d’ensemble d’'un systeenggmtirée par le premier
théoréme de Koenig (théoreme du centre de masse).

Le sous-systeme A peut étre décrit par un bouquet deecteurs de Jacobif = N4 — 1
ou N, désigne le nombre d’atomes du monomere A) :
AL Py

2T4 = ( + ) (.22)

2
i=1 MiA R:y HiA

On obtient exactement la méme chose pour le monomere B en remplacant partauBA pa
Il faut ajouter que le termelt;, + T,) est 'énergie cinétique du probleme a deux corps
(G4, M4; G, M) ol M 4p) est la masse du sous-systeme A(B).

On peut donc réécrire I'énergie cinétique sous la forme:

1 1% Py
T'=Ta(SFA) + Ts(SFB) + 5( i R

) (.23)

oll £ est le vecteur de Jacobi qui relie les centres de gravité de A et de B avec

MaiMp
= 24
T M+ Mg (24)
La quantification est directe:
N N A s

. . . 1 LplLp PHPr
T=T4+T — .25
W+ B+2(Wﬁ2 o ) (.25)



avec '
A ") Lo T PP
2y = Y (CABZAE)  THAE) UiE) (.26)
1iaB) g [iA(B)

Il ne s’agit que d’un cas particulier de la description de Jacobi dans laquelle I'un deswscte
relie G4 a Gg (équation (.20)).

Pour séparer la rotation d’ensemble, il faut définir les angles d’Euler.
Les deux premiers angles d’Euler sont choisis de telle sorte que I'axe zehem&€l (E2) est
parallele ak jouant ici le role du vecteuf,, dans la section précédente. Comme cette défini-
tion est indépendante des vecteurs qui décrivent les deux sous systemest locglser ces
vecteurs a 'aide des angles définis par rapport aux axes du réfer@jesans que cela ne
pose le moindre probleme. En particulier, I'action des projections des mormieatgjoes as-
sociés sur des harmoniques sphériques contenant les angles (E2) vérifaimssbabituelles.

On remplacel s parJ — L

/\T/\ A A
- | = =

Lp Lp = (JW + L2 —2LJ),, (.27)
ou Lo
L=Ti+L5 (.28)

avecm le moment cinétique de A(B). Pour définir le troisieme angle d’Eulenfilitsde

I'identifier avec I'un des angles diedres qui localisent I'un des vecteuraa®ddans (E2), les
autres vecteurs étant localisés par un angle diedre défini dans (BFE)ckla n'oblige pas a
utiliser les projections des moments cinétiques dans (BF), on peut utiibes dans (E2) pour

SN
calculer le produit scalairér Lg.

Pour introduire le moment cinétique de chaque sous-systeme on peut appliquer a chaque
monomere ce que nous avons fait pour la molécule totale. En effet, on peut defiierentiel
BF(A)ou(B) : pour cela on fait jouer un role particulier a I'un des vectebyrs , avecn sy =
Na(g)—1 qui décriventle monomere A (B) et on aligne I'axe z de BFA(B) suwant chewe ce
qui rewent a identifier les deux premiers angles d’Euler de A(B) avec lesssgleriques qui
localisent ce vecteur dans (E2) (voir Fig .3). Le troisieme est I'adigdre qui repérénA(B) 1
dans le référentiel E2A(B) obtenu a partir des deux premieres rotatiéhged’ appliquées a
(E2) (voir Fig .3). On a alors d’apres (.20):

R TA(B) h? 1 62

Ty = - RiaB
) ;( 21548 Biam) OB gy )
. ”“‘Z (Liag)Lia) gras)
isti<s a1
n 2
e 1 1 ST (ZA(B) )Bra
7 7 (B)
+ { + }LM sy Liam) +
=1 QMnA(B) R?%A(B) ZMZA(B)R?A(B) 5 (%) 2II’L”‘A(B’) R?%A(B)
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FiG. .3 —Les dimeres

Référentiel (SF)

B=03"
a = gl

Référentiel (E2), R /] G.,,

B4 = ngA BB = 91%33
A = gpng ap = gpgiB
(E24), Ru, /] Gazp, (E2g), Bn, /] Gp2pa,
N _ FE
VA= ¥R VB = Crny .
Référentiel (BF A) Référentiel (BF B)
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FIG. .4 —Desciption de Jacobi du dimére de I'eau

R —_—
1A R
///;>\\\\\\\\\\\\\\\\\%Z/ R
1B

A
=

na(p) ~1 (LA(B)LiA(B))BFA(B)

i=1 Foam
(.29)
Ce qui donne pour le dimere de l'eau, = 2, np = 2) (voir Fig .4):
P h21a2)+@ﬁ+ii—zﬁhF
N 2/13 R 6]%2 QMRRQ
S2 St L St
n ZQ:(_ R’ 2 0* Ria) + (La + Lia Lia—2Lalya)gpy n Lig Lia
S 2uia RiaORY, 2p24 R34 2Rty
S Ston 505 St s
N 22:(— [ WG E Ris) (L + Lip Lip —2LBL1B) srp L L Lis
= 2wis Rip IRy 22535 2115 g
(.30)

Le troisieme angle d’Euler de la molécule s’identifie24 ou 5?5,

Les résultats présentés ici possedent un caractere tout &féitaj. En effet, il est possible
de reparamétrer I'énergie cinétique de chaque monomeére en utilisané snrtes de coor-
données : coordonnées de valence, de Radau. On peut méme utiliser un Hamdtoriaint
(contrainte rigide, rotateur rigide, contrainte adiabatigti®, des coordonnées hypersphériques
ou des coordonnées de valence internes.
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3 Repréesentation angulaire dans le cadre du formalisme vec-
toriel

3.1 Representation angulaire @coupke

L'expression de I'énergie cinétique (.20) conduit & penser que la base deofeletiplus
naturelle est constituée d’harmoniques sph’ericml%‘s{ei, ©;) pour décrire le mouvement de

R:. Nous avons déja vu que la rotation d’ensemble est traitée a parénuits de matrice de
Wigner:

I+
<Oé,ﬁ,’)/|J,M,Q>: TDMQ (a,ﬁ,’y) (31)
Le probleme étant dégénéré en M, on peut travailler en padast0, ce qui permet d’oublier
totalement le premier angle d’Euler. On utilise alors la base suivafit® :

<(a),3,7.0,Q >= Y} (8,7)(~1) (.32)

En utilisant le fait qué,,_; = Q —>"-2Q; provenant de (.13) et (.15), la base angulaire totale
est alors:

< (a)vﬁvvvef—Flvg‘olBFvelBFv' .. 7995—}72705—}72 | Q7€n_17€17ﬂl7, . -agn—%Qn—Z >g=

Y38, ) (=) pp T2 (cos (08T )Y (08T, BTy L Y2 (05T, 0BF,) (.33)

n—2 n—

ol e (cos(0)) est une fonction de Legendre normalisée, multipliée(pan® et ouY (0, )
est une harmonique sphérique égalgacos(0)) = exp(iQyp).

Le fait que le vecteuf,_; soit lié au référentiel (BF) se traduit par le fait que I'angle d’Euler
~ et le nombre quantiqu@ se trouvent en commun dans I'harmonique sphérique associée a

L

L,_, et celle associée.A
Plus précisément, I'eélément de base (.33) peut s’exprimer en foncticandéss dans (E2) ou
(BF):

VB, ) pp T 2 (cos (08T Y (08T, BT Y2 (0BE, 0BT

n—2 n—27

= pF(cos(B)) YT T I (0BE )Y (08T o) Y (088, 082y (.34)
(.35)

Sachant quéP™ = 92 etF? = pBY + B2 pouri =1,...,n — 2.
q 7 % % % n—1
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En dépit de celd;action des opérateurs intervenant dans I'énergie cinétique (positionnés
explicitement dans I'ordre indiqué erQ) !) sur les fonctions de base présentées ci-dessus est
tout a fait habituellecomme nous allons le montrer.

Par exemple, en notant les fonctions de baseingles | ... >;}, on obtient:

n—2
j/(n_l)ZBF{< angles | ... >} =ih(Q =Y Q){< angles|... >} (.36)

=1

Nous allons explicitement détailler I'action des opérateurs qui posenisgpbbleme, & savoir :

A A

Jeor L _pyesr{< angles|...>;} = hPes(J, V)ex(ly 1, Vnr)

{< angles | O+ 1,671_1,61,(21, e 7£n_27Qn_2 >
(.37)

Comme nous allons le voir, le fait que les projections du moment cinétique tiéient les
regles de commutation inversées et donc que 'action des opéra@ﬁrsoit inversée joue un
rdle tres important.

En effet, on sait que les projections de_, sur les axes du référentiel (E2) possedent les
propriétés habituelles, en particulier:

N

Q—Ql—...—Qn_Q 1 Qn—2
Lin-nyemY, | (08 NY (027 0P + ). Y, 2 (088, 0B, + )

j’(n—l)iE2 Y;Zfl_l (‘95—217 99531)1/4?1 (9{927 99}122) o Yz{k;z} (‘95—227 99532)
= hex(luoy, Qg Yoo T (0BE Y (0P oBT 4 ) LY (088, 0B, + )
(.38)

Il faut savoir alors que:

N

L(n_l):tBF = e:':wlejj(n_l)im (39)
on obtient donc:

A

L(n_l)iBFi/éS_—lﬁl—...—Qn_z ((QBF 7)1/[&121 (0{327 S0}32) o YQn_z (0E2 99532)

n—1° 1 Lo n—2"

ei(Q—Ql —...—Qn_g )’)/

V21

= hex(buo, Qoo g, T (cos 021

1 Qn—2
Y (OPF, 0P 4+ 4) Y, (088, 0B, 4+ )

n—29

et (§)

V21

= hex(buo, Qoo g, T (cos 021

Y OP o) Y (08 o)

Lo n—2°

(.40)
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En outre, comme:
Y(8,0) 0,0 T T (cos(0F5)) e = YR (B, 1) ppn, T (cos(02))) (41

(. [
et A

S (Y7 (B:9)(=1)%) = hex (J QY (B, 7) (=1)** (.42)
Cette équation ne fait que traduire I'action de ces opérateurs suréegits de matrice de
Wigner dans le cas particulier o = 0. On obtient finalement :

j;f/(n_l)ijsp{< angles | ... >;}
= Je (YR (B, ) (= 1)) (hew(lu, Qua)pps, 777 (cos 051

YO o) Y (070, 07T

Lo n—
= B2es(J, Q)er by, Lot ) YIEN(B,7) (— 1) gt =m0 (0o 9B )

V(O o) Y (07, o)

Zn_g n—

= h2ci(J, Wex (U1, Qpr) {< angles | Q£ 1,0, 1,01, ... oo, Qg >5(.43)

Il faut remarquer que rien n’oblige a utiliser une base d’harmoniques sphériqueffeE rien
n'empéche de développer I'expression de I'opérateur énergie cinétqiatiliser des fonc-
tions tres localisées lorsque le domaine physique est tres réduit. Daas,dautilisation du
formalisme vectoriel n’intervient que pour générer I'opérateur érasiietique sans passer par
le calcul differentiel et permet de comprendre I'origine de chaque terme &nuigr pour re-
grouper les termes entre eux.

Il faut cependant faire attention au fait que certains termes divergent angdde I'espace
de définition. Il s’agit en particulier des termgs si k; = 0 et ﬁ sif; = 0 our. Ces diver-
gences n’ont aucune signification physique et sont inhérentes aux défauts denteficesdes
coordonnées sphériques puisqu’en ces points certaines coordonnées ne sont eas(d&fini
section 4.3b). On retrouve ce genre de problémes quelque soit le systeme de coesdamhée
pour les coordonnées cartésiennes. Ces défauts portent sur des ensembigeautie, c’est
pourquoi la qualité de la description de I'espace n’est pas a remettre en biasenoins, ces
divergences posent certains problemes numériques délicats. Nous verrdhdiligsion des
bases d’harmoniques sphériques est un moyen efficace pour traiter ces divergenggsnde fa
elégantgpuisque tous les termes qui posent problemes sont traités analytiquement (toir sec
4.3b).

Tous les résultats que nous avons présentés sont valables pour tout systeme de gesrdonn
orthogonales. En patrticulier, ils s’étendent directement aux coordonnéesddeRen chan-
geant les masses réduites. llIs peuvent aussi étre génératisésadonnées non orthogonales
(voir Appendice 1).
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3.2 Representations coupdes : application aux etra-atomiques

Pour ne pas alourdir la présentation et pour introduire le cas de la molécule d’aaononi
nous allons nous placer dans le cas particulietéia-atomiques
Le formalisme vectoriel offre une grande diversité de choix de représamédtet c’est ce que
nous allons illustrer ici.

Puisque nous ne considérons que quatre atomes, le nombre de vecteurs de Jacobi se réduit
a trois: c’estks qui sert a définir 'axe de quantification du référentiel (BF)tqui sert a
définir les deux autres axes de ce référentiel.

3.2a) Couplage del, et L, :

Cette représentation angulaire est particulierement adaptée lorsquenhent cinétique
L = L, + L, a une signification physique claire, c’est a dire lorsqu'il correspond au mo-
ment cinétique d’'un monomere a l'intérieur d’'un polymere (par exempl@ Hans le dimere
de I'eau) ou lorsque I'on veut traiter de fagon totalement symétrique plgs&ames comme
les trois atomes d’hydrogene dans le cas de la molécule d’ammoniac.
Nous allons donc faire intervenir un nouveau moment cinétigue: L, + L, qui va permettre
de simplifier encore plus le formalisme. En effet, I'expression de I@eesinétique (.19) de-
vient:

~

N R 2 LiL Jry LY — 2]
OT = Z(____z 2) T ( 1)B2F + ( 2 2)2BF + ( + - )BF (44)
o i ROR; py Ry a5 s R
Il faut remarquer le fait suivant:
puisque par construction:
Lasr =0 (.46)
Il suffit d’utiliser maintenant la représentation couplée suivante :
<(a)7ﬁ77701BF7 02BF7991BF|JQLL1L2> =
(.47)

YEBA)(=DE an<nn (Liy Loy, Qo L, Q) Y2 (087, 0BV (05T 0)

[©2] < L2
ou (Ly, Ly; 4, Q|L, Q) est le coefficient de Clebsch-GordanEn utilisant les résultats de la
section 3.1, il est possible de voir que cette représentation rend la pagtiae de I'opérateur
énergie cinétique tri-diagonale.
3.2b) Couplage de/ et — L :

Comme nous le verrons plus tard (voir paragraphe 4.3d), cette représentatiorranugria
met de traiter facilement le cas de la singularité apparente lorBgpeut étre égal a zéro.
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En effet, il est possible d’'aller encore plus loin dans la simplificationeemarquant que cette
matrice de I'énergie cinétique tri-diagonale n’est rien d'autre que kaicesobtenue en couplant

les moments cmethues de projectiorf) sur I'axe z du référentiel (BF) etL de projection

—£. Coupler ces deux moments cinétiques revient a réintroduire le momest J — L de
projection nulle sur I'axé+ .z~ (voir I'équation .15). Pour cela, il faut utiliser la représentation
angulairel.J L L, L, L) ce qui donne la base de fonctions suivante, dans notre systeme de coor-
données:

<(a)7 ﬁv v 01BF7 02BF7 991BF RS|J LL1L2L3> =

S (L9, -Q|Ls,0) {(a). 3,7, 077 05T P IO L — QL L)
|Q|<Min(J,L)

(.48)

Cette représentation rend la partie angulaire de I'énergie cinétigalement diagonale :

~

4: sta
20L)gp|JLLiLyLs) = (Ls L3)|JLLLyL3)

(J2+ LTL —

Cette représentation est identique a celle obtenue en couplant tous les mom&tigses,
exprimés en fonction des coordonnées définies par rapport aux axes (SF), pathiade
habituell€®, et en posant la projection du moment cinétique total égale a zéro. Maia i
une tres grande différence ici puisque le systeme de coordonnées n’est pamde ceftains
angles étant repérés par rapport aux axes d’un référentiel mobile.

3.2c) Géeneéralisation aux coordonrees radiales :

En effet, jusqu’a présent, nous avons parlé uniguement de représentationsraagBlzt-
on étendre ces résultats aux coordonnées radiales?
La réponse est oui. Il suffit de remarquer que I'équation différentielle:

R* 1 9 R*La(Ls +1)

.50
113123 (:50)

est une équation de définition des fonctions de Bessel {(Réfset Chap. 10 dans Ré&f). En
effet, si I'on utilise la représentatigd . L, L, L3 k;) telle que

((0). 8.7, 077 057 oP" RolJ LLy Ly Laki) =

S (L9, -Q|Ls,0) {(a), 3,7, 077 05T B JQ L — Q Ly L)
|2]<Min(J,L)
Novprpo B2 T 1o (ki )
(.51)
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avecJr, t1/2(k; Rs) une fonction de Bessel d’ordre demi-entier (Chap. 10 dan$'iRek/; ;11/-
une constante de normalisationfetle nombre quantique associé aux fonctions de B&ssel
alors on obtient dans cette représentation:

1 o LiL: o La(Ls+ R
(_hzgaRgRS + ]3%%3)|JLL1L2L3 k2> = (PBJFP3 + %ﬂjlzlqlzz[/gk»
= k20| J LLy Ly Lg ki) (.52)

En conclusion, la représentation:

<(a)7 ﬁv v 01BF7 02BF7 991BF7 Rlv RQv RS|JLL1L2L3 kzl kzz k?>
= ((), 8,7, 007, 057, T | T LL Ly Ls )

Nisorartiere B P Tn o (R Ry) Ry Y2 T (B2 Ro) B3 Y2 s o(KPRs) (.53)
rend I'opérateur énergie cinétique totalement diagonal.

Cette base infinie de fonctions est complete quelque soit la région de I'espacesexgtior”’
permet de faire disparaitre toutes les divergenesm@ularités apparentes liees aux défauts
de description des coordonnées sphéridques

Ces differentes représentations peuvent étre tres utiles dans cergasnmdiculiers dont
nous donnerons quelques exemples par la suite : singularités apparentes, symétriemotie la
cule, séparation de la molécule en sous-systeméss.exemple sera donné a la section 4.2.

Dans d’'autres cas, ces bases de fonctions peuvent s’avérer inadéquageenygae s'il n'y
a pas de singularité radiale et si la physique est tres localisée, iefreupréférable d’utiliser
des bases de fonctions sinus a la place des fonctions de Bessel.

5. Si on applique une telle approche a un probleme paitiGn ne peut pas travailler avec une base infinie,
la base ne sera donc jamais vraiment complete. En revasichen prend suffisamment de fonctions, on pourra
converger n'importe quel état a la précision voulue.
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4  Application: I’ etude de 'ammoniac

4.1 Modele physique

Le choix du systeme de coordonnées dépend essentiellement de la reficgsphissique
modélisée que I'on se fait de la molécule. Quelle est-elle?

4.1a) Description en modes normaux:

D’une fagon générale, I'idéal est d’avain lien clair entre les modes normaux de la mo-

lecule et le systeme de coordonnges I'on a choisi, ce qui conduit@ne bonne description
d’ordre zéro de la moléculd.es modes normaux sont au nombre de quatre :
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FiG. .5 —Le mouvement d’'inversion de NH
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- Le mode d’inversion de la molécule (voir Fig .5), c’est-a-dire le mddedéformation
(«bend) symétrique ¢, vers 1109 cm!, voir Ref!*), conduit aun mouvement de grande am-
plitude C’est le mouvement dit du parapluie. L'inversion nécessite tresfinergie puisque
la barriere se situe vers 1820 th Le puits de vibration associé posséde un caractere tres
fortement anharmonique, ce qui exclue de partir d'un modele harmonique, méme paur I'é
fondamentalL effet tunneln’est pas négligeable pour les trois niveaux situés au-dessous de la
barriere. C’est donc ce mode de vibration qui est le plus difficile a traiter.

- Les autres modes de vibration sont le mode d’élongatistidtch) symétrique &, vers
3472 cntt), le mode de déformation antisymétrique, vers 1688 cm') et le mode d’élon-
gation antisymeétrique.; vers 3598 cm'! ) et correspondent a des mouvements beaucoup plus
localisés. Pour compliquer le probleme, il existe plusieurs résonancesmedtale Darling-
Dennisort?. D’autre part, il n’existe pas de séparation nette entre le mode de grandéualapli
et les autres modes, ce qui veut dire que des que I'on monte en énergie il exiateezment
un couplage entre eux. La molécule d’'ammoniac occupe donc une position intermédiare ent
I'étude de mouvements relatifs d’'un monomere par rapport a I'autre dans umed{metous
les mouvements sont de grande amplitude) et I'étude habituelle des moléculeg s dont
les vibrations sont localisées dans un seul puits.
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4.1b) La rotation d’ensemble

Il est avantageux de choisir I'axe de quantification (I'axe z du réféeb(BiF)) parallele a
I'axe (NGy,). En effet, dans I'approximation du rotateur rigide, il se trouve que la projechu
moment cinétique de la moléculesur cet axe est un bon nombre quantique (toupie symétrique
de constantes A = 9.94 crhet B = 6.20 cnt?, voir Ref?°). Il faut donc faire intervenir ce
nombre quantique dans notre description, pour profiter du fait qu’il sera presque un bon nombre
guantigue dans notre probleffiget minimiser ainsi le couplage de Coriolis

4.1c) La synetrie de permutation

On sait que le groupe ponctuel de symétrie de 'ammoniac gst@@mme on envisage
aussi l'inversion de la molécule, il faut tenir compte de I'opération gitigasser d’un isomere
al'autre, a savoir I'opération de symétrig par rapport au plan perpendiculaire a I'axe (NG
Ceci revient a dire gu'il faut considérer le groupey,l2t pas seulementsC En fait, ce n’est
pas suffisant car si I'on envisage de traiter aussi la rotation d’enserablepérations de Jp ne
commutent pas avec certains termes de Coriolis intervenant dans I'éneggigue (voir para-
graphe 4.5). En effet, lorsqu’il y a de la rotation, les deux isomeres ne sont plus|péysnt
équivalents a cause des forces de Coriolis. Le groupe qu’il faut considémorese groupe
de permutation inversiode la molécule B,( M)’ (isomorphe & B),) qui est le seul vrai groupe
de symétrie de la moléctile si I'on envisage I'ensemble du probleme rovibrationnel. Sa table
de caractere est précisée ci-dessous:

Do (M| E | (123) | (23) | B |(123)" | (23)"

Da, | E | 205 | 3Cy | on | 2S5 | 3o,
AL 1 1 1 1 1
A | 1 —1 1 1 —1
E 2 | -1 0 2 —1 0
AL 1 1 -1 | -1 | -1
AL 1 —1 | -1 | -1 1
B2 | —1 0 —2 1 0

40



FIG. .6 —Description de Jacobi de NH

4.2 Choix du syseme de coordonies etcriture de T’

4.2a) Description de Jacobi

Pour décrire la molécule, il est utile de partir de la description de Jauigante (voir Fig
.6):

Ry = HWHC
R = GuH® (.54)
E: = Gabcz;

G et Gue sont respectivement le centre de masséféie ) et celui deH @ HO HE) | G
étant le centre de masse de la molécule.

Les masses réduites associées aux vecteurs de Jacobi sont les suivantes

Hi = S

H2 = MTH

vy = omgms (.55)
Mr = 3mg+my

On voit donc que:; a une valeur nettement plus élevée que les deux autres masses réduites, ce
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FIG. .7 —Les coordonnées internes dans la description de Jacobi de NH
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qui est une autre fagon de justifier le choix Blecomme axe de guantification (voir Fig .7).

L'expression de I'opérateur énergie cinétique dans ce systeme de cooed@shéa suivante
(voir section 3.2a):

OT — i(_ﬁi 0 ) (E%)BF (Z;Z)?)BF i (j2 + [TL—2 _}Z)BF
T T TR R G

=1

(.56)

oll L est le moment cinétique du systéme H

Nous avons donc obtenu deux choses : I'axe de quantification est bien celui que nous dési-

rions et nous avons une coordonnée qui, comme nous le verrons a la section 4.2d, déleit bie
mouvement d’inversion de 'ammoniac. |l s’agit &g, la distance entré&/,;. et N.
Cependant, il reste le probleme de la symétrie car les deux premiesurgcte Jacobi font
jouer a I'un des trois atomes d’hydrogene un rdle particulier. Cette @istijue nous empé-
chera de construire les représentations irréductibles du groupe de permutaéisian de la
molécule. Ceci nous amene a sortir de la description purement vectolédemolécule.

4.2b) Introduction des coordonrees hyperspkriques

Tout d’abord, nous pouvons remarquer que notre description nous a permis de séparer la
molécule en deux sous- systemes: le _groupe des trois atomes d’ hydrogene et tiaaote.
Le vecteurk; joueici le role du vecteuF de la section 2.4 puisqu’il relie les centres de gravité
des deux sous-systemes, N&t.. En effet, 'énergie cinétique s’écrit de la facon suivante :

A
=,

. L(JUT+ L2 —2LJ),, 1h*1 o .

T = 3 T _§£§36—]ﬁRB+TH3 (.57)
Nous allons maintenant reparamétrer le systemeeid fonction decoordonnées hypersphé-
riques ce qui va nous permettre deaiter de facon totalement équivalente les trois atomes
d’hydrogeneNous conservons le vectefi, puisqu’il se transforme simplement par action des
opérations du groupe de permutation inversion (voir paragraphe 4.4).
De nombreuses publications ont été écrites a propos des coordonnées hypersgihétifiie
Nous allons utiliser I'expression donnée par Pack et Pdtkencluant une permutation circu-
laire sur les axes, I'axe z étant perpendiculaire au plan des trois abimalrogene’ :

. (JTJ Iy 2LJ)E2 R* 1 0

T = —
2/~53R:25 2#3 Rg 833
Ko ;0 R 400 d 1 0

— —0 ———sin 20— + ——--—]|

2p0° Do° Do 2pp?'sin20 00 d0  sin“f 0p?
jjszs LyPAS jjszs ihCOS(g ~ a
+ — + . + o —5, Lopas—
po?(l —sinf) — pe*(l +sinf)  2upe?sin“d  pp?sin“f dp

(.58)
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les coordonnées hypersphériques sont obtenues en reparamétrant les projesti@tteales
de Jacobi pondérés:

Ry,pas[1.07457 = pcos(0/2 —7m/4)cos¢
Ry,pas[1.07457 = —psin(0/2 —7/4)sine
Ry pas x 1.07457 pcos(0/2 — 7 /4)sing
Ry, pas * 1.07457 psin (6/2 —w/4) cos

(.60)

(PAS) désigne le référentiel principal d’'inertie du systemg éd correspond au référentiel
(BFA) dans la description des dimeres (section 2.4)). Nous décrirongridisation physique
de ces coordonnées dans la section 4.2d.

En outre, nous avons dupliqué le domaine de définitiopd®ur assurer la continuité des
fonctions de base et éviter I'utilisation de nombres quantiques demi-éfitiers

4.2¢) Propriétes du moment ciretique des trois atomes d’hydrogne : L

L est une fonction de trois angles d’Euler interingsf3,, v, qui servent a repérer le’(A.5)
par rapport au référentiel (E2). Lexpression des projections du momeetiqure’ de H est
celle que I'on connait bien, puisque la définition de (E2) est indépendantematféement
de la description de H

%ﬁsz = —cos cot[%%1 — sinoq% + g?ﬁg;%

] = — s d 0 sinay o

%Lym = —sinay cot 51@1 + cos gz + Sinﬁiﬁ (61)
17 0 i

ﬁLzEQ ~ Jay — ﬁJZEz

apres les trois rotations d’Euler, on obtient:

_cos 0

x sin 3, doy

+ sin ’yl% + cot (31 cot ’yl%

_|_ CcOS F}/laiﬁl — COS 61 Siﬂ ’Ylai% (62)
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Il en découle que les projections desur les axes de (E2) vérifient les regles de commutation
habituelles. En revanche, les projections sur les axes de (PAS) véleBargles inversées:

N N

[Le2, L] = ikl e (.63)

Y
[[AJZ,PAS, j/yPAS] = _ih[AJZPAS (64)

(et permutations circulaires).

Si on remplace les projections dedans (.58) par leur expression (.62) obtient une
expression pout’ plus compliquée qui peut étre comparée & celle obtenue & partir du calcul
differentiel°°. En dépit du fait que les deux méthodes sont totalement differerdas,avons
vérifié que les deux opérateurs sont identiques

4.2d) Bilan sur les coordonrees

Nous obtenons bien finalemesik coordonnées internes et trois angles d’Euler

- deux angles sphériqueset 5 qui localisent?; dans (SF) et qui correspondent aux deux
premiers angles d’Euler;

- etp, 0, ¢ qui décrivent la forme et la taille du triangle,;HPour comprendre la signification
de ces coordonnées, il suffit de remarquer qu’a la géométrie équiéatéra: 0. Lorsque I'on
passe a des valeurs plus élevées§ da fixanty = 0, le triangle H devient isocele, et si ensuite
on fait varieryp, le triangle devient quelconque.

- R3 qui va nous permettre de décrire I'isomérisation.

- Les trois angles d’Euled, 1, v, qui localisent f AS) par rapport a (E2). Le troisieme
angle d’Euler de la molécule est en fait= «, (voir Fig .8). En effet, il décrit le mouvement
des trois atomes d’hydrogéne autourfgieet le potentiel n’en dépend pas. Les deux angles
ety; décrivent le mouvement interne du plan phr rapport a?;.

L'element de volume, dans le cadre de la convention de normalisation enokdiest donné
par:
dV o ¢ sin 20 sin 3 R sin 3 dRs do df d dB, dv, da dj dvy (.65)

Il est essentiel de remarquer que I'eétude des modes normaux, a partir de @ siefpo-
tentiel ab initio de 'ammoniac calculée par Martin, Lee et Tayformontre que ce choix de
systeme de coordonnées permeséparer clairement les modes de vibration symétriglées
crits parp et R; et les modes antisymeétriquekecrits par les angles. En outre, le mode de
déformation symétrique (celui qui correspond au mode d’inversion) esit @ssentiellement
par Rs, avec une dépendance gmais a un ordre moindre. De méme, le mode d’élongation
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Fic. .8 —-Choix des angles d’Euler

Le vecteur P:3 est localisé par deux angles dans SF.

On aligne 'axe z du BF sur ce vecteur.

a=¢5 et f=03T

l Référentiel E2

On repere le RPI de Hg par trois angles d’Euler dans E2.
aq, 617 ga!

v

Référentiel BF

7= an
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symeétrique est décrit essentiellement péla encore /25 joue aussi un rble mais moindre).

De plus,I'’étude du chemin réactionnel montre gig est aussi une bonne coordonnée ré-
actionnelle pour décrire la réaction d’isomeérisatipuiisque seup varie legerement le long de
ce chemin, les angles gardant leur valeur a I'équilibre. Enfin, il faut reoerqu’a I'équilibre,
et méme tout le long du chemin réactionnel, le potentiel ne dépend pas desaatiesjui ne
sont plus définis. Nous verrons dans la section 4.3d) que cela présente un avantagguaum’
certain.

Pour conclure, nous réesumons le lien qui existe entre les modes normaux et nos coordon-
nées. En effet, dans le tableau ci-dessous, les croix indiquent que la coa@dangéestion
joue un role essentiel dans la description du mode normainetique que la coordonnée joue
un role moins important:

Modenormal | p | Rs | 0 | m ©

A; w; =3471.9em™ | x € 0 0 0 0
(mode de stretch symétrique)

A; wy =11092em™' | € X 0 0 0 0
(mode de bend symétrique)

E w3 =3597.5em™' | 0 0 X X € €
(mode de stretch antisymétrique)

E wy=16879ecm™' | 0 0 X X € €
(mode de bend antisymétrique)
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4.3 Lamolécule d'ammoniac: choix de le repesentation primitive

4.3a) Criteres de choix de la repesentation

Comme dans la section 3.1), nous allons partir d’une base délocalisée, que noesappell
base<FBR» de Finite Basis Représentation dans la partie numérique, et qui va nous pedaett
faire disparaitre toutes les singularités apparentes. Ces fonctionsaledresspondent toutes
aux fonctions propres d’un groupe d’opérateur intervenant dans I'énergie cingtique

La base de fonctions doit réepondre a un certain nombre de criteres :

- la base doit étre compléefdans la limite ou le nombre de fonctions tend vers I'infini), c’est-
a-dire qu’elle doit étre capable de représenter tous les comportementsdetian d’'onde dans
le domaine physique dans lequel on travaille;

- la base de fonctions doit permettre de traiter analytiquement les divergences apparentes
qui apparaissent dans I'opérateur énergie cinétique

Le choix de la base de fonction dépend donc des opérateurs intervenant dansttHiamil
car ce sont eux qui imposent le comportement de la fonction d'éhde

4.3b) Les termes intervenant dans I'oprateur énergie ciretique

Dans cet opérateur, on trouve des opérateurs differentiels. Entbetees de I'espace de
définition, il 'y a jamais dessingularités apparentesC’est pourquoi, une base de fonctions
=) (infiniment dérivables et continues) convient parfaitement pour décriterfgportement
de la fonction d’onde dans ce domaine. Cependant, aux bornes de I'espace de définition peuvent
exister des singularités apparentes, c’est a dire que certains apénadéeivent diverger. L'élé-
ment de volume euclidien s’annule alors, ce qui veut dire qu’il est impossible faerd
elément de volume élémentaire centré en ces points singulierg@nhesrcoordonnées ne sont
plus définies. Il faut noter que ces divergences n’ont pas de signification physique @e qui

6. Il existe d'autres approches comme I'approche DVR (wjpartie numérique pour la définition de ce mot)

qui consiste a partir d’une base tres locali$&&0,
7. En fait, cette condition n’est pas absolument obligataiar il est parfois possible de procéder autrement

dans les cas les plus simples, méme dans le cas de I'apgfBthe
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plique le mot<apparent) et sont liees uniguement aux défauts des systemes de coordonnées.
En fait, ces défauts portent sur des ensembles de mesure nulle, c’est pouqualitde la
description de I'espace n’est pas a remettre en cause.

Par exemple, si I'on décrit une particule en coordonnées sphérigaEsnént de volume
est
dV = R?*sin 0dRd0dp (.66)

et I'opérateur énergie cinétique est

. 1 0? 1 0 . 0 1 0?
x — sinfl—

ROR* " sinfR290° 90  sin’0R? 02

(.67)

A l'origine du référentiel,k = 0 et et ne sont pas définis. De la méme fagon, le long de
'axe z,6 = 0 our et 'angley n’est pas défini.

Pour contourner ce probleme, le meilleur choix est de prendre une base qui soit solution de
I'équation differentielle associée. Par exemple, si I'on veut&gadasser des singularités en
6 = 0 ou, il est possible de choisir une base d’harmoniques sphériques:

Y (0,0) = o (cos(6)) jz_ exp(imnp)

comme fonctions propres de I'opérateur angulaire. Cette base permet de tiéesiles com-
portements imposés par cet opérateur a la fonction d’onde et seulemenac@eci garantit
automatiquement la complétude de la base. En revanche, une base de polyndmes de Legendr
P?(cos #) ne constituerait pas une base complété ear les fonctiong’’™ ! (cos #) ne peuvent

pas se décomposer sur des polyndmes de Legendre!

Traiter les singularités apparentes revient donc a déterminer lesdoscfui sont solutions
des équations différentielles associées aux opérateurs intervenantergie cinétique. Cela
conduit, en général, aux fonctions spéciales de la physique mathémaigsent des poly-
ndmes orthogonaux multipliés par ur@nction poids liée a la convention de normalisation,
c’est a dire a I'elément de volume que I'on a choisi: fonctions de JacobgelBdsegendre,
Laguerre, Hermitte... Il faut remarquer que nous sommes amenés a cendggibases de
fonctions qui ne sont pas produit direct ce qui conduira a certaines complications loagtetu tr
ment numeérique (voir section 5.2c¢) de la partie numérique).

Sil'une des coordonnées est périodique (par exemple les angles diedre®de @é&), la base
de fonctions doit avoir la méme périodicité. C’est pourquoi, on utiliseegilement des ondes
planesc¢ pour les angles diedres.

Il faut aussi noter que I'utilisation de ces bases délocalisées perrpetdi@gonaliser une par-
tie de I'opérateur énergie cinétique, ce qui peut représenter un avantageique. En fait, tout
dépend aussi du comportement du potentiel.
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4.3c) Le terme potentiel

En général, le potentiel est une fonctioh™) sur 'ensemble de définition. Néanmoins,
le potentiel peut prendre des valeurs trés élevées qui réeduisent cairénéent le domaine
physique de notre systeme, et influencent sur le choix de la base de fonction. Par gk@siple
gu’une grande partie de I'espace de configuration n’est pas accessible pour des raasgés é
tiques,

0 <0,.,, ou 0>0.,..

> .
¥ < Pmin OU @ > Pmaz } = V(@ﬂp) 2 Vieuil )

un ensemble de fonctions totalement délocaliséefisuf; x [0,2r],, telles que les Harmo-
nigues Sphériques, ne constitue plus une base optimale. Il vaut mieux, dans cdisasuog
base de fonctions définies sur I'espace de configur@ion, 0,...] * [Pmin, @maz], C'ESt  dire
travailler dans uneboite».

Dans pareil cas, le probleme des singularités apparentes ne se pose plus paibqueds
du domaine de définition ne sont plus accessibles physiquement. Une possibilitétidised’
une base de fonctiofi(>*) sur le domaine de la boite comme une base de fonctions sinus. Le
comportement aux bornes de la boite est sans importance, puisque cette régiaccessible.
La base de fonctions sinus est donc complete.

4.3d) Application a 'ammoniac

Dans le cas de 'ammoniac, nous partons de neuf coordonnégss, p, 41,71, ¢, 0, Rs.

- Pour décrire la rotation d’ensemble nous allons utiliser les élememtsattece de Wigner

normalisés:
I+ 1/2 7

. MQ*(Oéaﬁa’Y)

Cette base permet de traiter analytiguement les singularités apparentesedgie ciné-
tique lorsque3 = 0 ou w, en plus des avantages que nous avons présentés plus haut. En effet,
on travaille directement dans chaque représentation irréductible du groupgatierr, ce qui
permet de passer automatiquement d’un problegTg & 3 dimensions a un problemel&’ — 5
dimensions.

- Le mode d’élongation symétrique est décrit essentiellemenpp@omme l'indique la

valeur élevée de la pulsation,(vers 3471.9 cm'), le potentiel varie tres vite lorsque I'on fait
varierp. Ce qui se comprend bien, puisqu’il s’agit du mouvement d’élongation des trois atomes
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d’hydrogene. Comme expliqué a la section 4.3c), nous sommes amenésilietrdaas une
bofte[o,.in, 0ma.] dont la taille et les bornes sont déterminées expérimentalément

D’autre part, I'énergie cinétique fait apparaitre le termg%a%fa%. L'élément de ligne est
eno’®dp. Pour simplifier, nous allons changer la convention de normalisation, c’'est fablae
passer I'element® dans la fonction d’onde, ce qui modifie 'opérateur énergie cinétique. Le
terme—zf;5 0" - devient alors—%% + ;i’zz

L'élement de ligne s’écrit alors effv. De plus, il faut noter que = 0 n’est pas accessible
physiquement: cela reviendrait & superposer les trois atomes d’hydragestlig a la taille

du triangle H). En conclusion, le term%% ne sera pas singulier, puisque I'on va prendre
Omin = 0.

On utilise alors la base de fonctions sinus:

S.(0) = @sin % (.68)

OU L = Omaz — Omin

- Comme nous avons fait apparaitre explicitement le moment cinétique desatoones
d’hydrogeéne dans I'Hamiltonien, le plus naturel est d'utiliser la bage™ (0, 3;, v ) qui décrit
la rotation du P AS) par rapport a (E2). Il faut noter que la projectionleeur 'axe z de (E2)
est égale & puisque/.z = L.z carls.z = 0, par construction de (E2). k désigne donc la
projection del sur 'axe z de PAS).
Les éléments de matrice de Wigner s’écrivent sous la forme d’un produit dédioside Jacobi
pour 3; et d’'ondes planes pouy .
L'utilisation de fonctions de Jacobi permet de traiter analytiquement les siitgslans, = 0
et correspondant a la géométrie d’équilibre des deux isomeres (voir séctpncette base
est donc complete pour le probleme@n
Néanmoins, elles présentent le désavantage d'étre totalemenali&es sur tout le domaine
de définition[0, 7]. Ceci ne présente aucun probleme lorsque I'on explore les régions proches
de I'état de transitionf; = 0). En effet, dans ce domaine, le potentiel dépend trés peu de
I'angle 3, (voir section 4.5). En revanche, pres de la géométrie d’équilibre, Entiet dépend
violemment de cet angle puisqu’il correspond a un basculement des trois atomes démgjrog”
I'azote restant fixe. Ceci veut dire que I'on aura besoin de beaucoup de fonctioned®bas
converger les premiers états.
Lutilisation d’'onde plane en; tient compte de la symétrie @x de I'angle diedre. D’autre
part, le fait que le potentiel ne dépende que tres peu de cet angle rend paitnt perti-
nente l'utilisation de cette base délocalisée. On aura besoin, dans,cdecpeu de fonctions
pour converger les premiers états.

- Pour 'angley, le plus naturel est d'utiliser une base d’ondes plares puisque I'angle
est périodique et que le potentiel dépend peu de cet angle. La encore, peu dmfosetont

8. La taille de la boite est définie par la valeur du potént@us les points tels quE < V.,;: sontinclus dans
la boite, oll,,,; est une valeur tres élevée du potentiel.
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nécessaires pour converger les premiers états.

- Pour I'angle hypersphérique nous allons choisir une base de fonctions de Jatobi:

[kt

771( 2 1) (cos 20)

qui permet de traiter la singularité &n= 0. Cette singularité correspond au cas ou le tri-
angle H est équilatéraly n’est plus alors défini et le potentiel n’en dépend plus, et donc a la
géomeétrie d’équilibre de 'ammoniac.

En effet, les termes singuliers dans:

hz 4 a . a 1 82 jjszs jszAS j/szs Zh COSG A a
—— —sin20 — 4+ ———] + z Y z — pas — =
2 "sin 20 00 0 sin?f Op? (1 —sinf)  (1+sinf)  2sin?0  sin?0 ° Oy

2 0 0 L2pss = h? 25 — 20l ras 2
 sin ZQ%SIH 90 + (1 — cos 26)

Q(iz_ﬁszs) Slna A2 A2 Zh ~ a
R e — (L L — — .69
(1 + cos 26) (1—|—COSZ(9)( vt )+ 2cos?0/2 ZPAS@(,Q (.69)

sont traités analytiquement, puisque
2h2 a X a [AjgpAs — h28_22 — QihzZPAS 2 iveo i (|k+l’|71)
(_SiHQG%SIHQG% + 0 a—wcos 2] 8@)6 “e ’”17?, 2 (cos26) =

[kt

2 k2 24 2%kv. ..
0 0 v SRy e“’@e“WlPl( 2 ’1)(Cos20) =

2(— —sin20— 4+ —
( sin 26 00 St 00 + (1 — cos26) )

|k+v] 1 |k+v] 3 1
(1 oyt
4 +2)( 4 2) 2(1—|—C082(9))

[kt

eiweik%pl( 2 ’1)(Cos20) (.70)

RZ8( (I +

Il existe une autre singularité éh= /2 mais qui est inaccessible physiquement puisqu’elle
correspond a la géomeétrie linéaire pour les trois atomes d’hydrogene.

Le potentiel varie assez vite énc’est pourquoi nous verrons par la suite qu’il est indispensable
d’utiliser une méthode de contraction pour réduire la taille de la base de fonctiaes alegle.

- Pour traiter la singularité eR; = 0 qui correspond a I'état de transition (geométrie plane),
nous procédons comme dans la section 3.2c, c’est a dire que nous utilisons la base qui couple
J et—L et une base de fonctions de Bes&gl/*.J;, .1 /2(k; Rs). Comme poup, on limite le
domaine de définition d&s : [0, Rs4z]-

Au total, cela donne la représentatioy:L. Ls k; k[ v n) qui, dans notre systeme de coor-
données, conduit a la base de fonctions suivante :

<(Oé), 67 v 617 71, R?)v 07 ¥, Q|JLL3kzlen> =

q L+1/2 .
Z <J7L;Q7_Q|L370> YJ (ﬁvﬁy)il)ﬁk (Ovﬁlvﬁyl)

|2l<Min(J,L)
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NLskilR;1/2JL3-|—1/2(kiRS)@iyan(Q) 771( 2 ’1)(Cos 20)
(.72)

Cette base de fonction est orthogondlg, ., est une constante de normalisation.

En conclusiongette base est compléete et permet de traiter analytiquement toutes les singu-
larités angulaires et radiales

Les bases de fonctions de Jacobi, de fonctions de Bessel et de fonctions sinus vont subir une
contraction pour s’adapter au probleme physique (voir dans la partie numériquetjda 5e2).
Plus tard, nous verrons que I'on peut associer aux bases de fonctions mathématiqurékeune
qui va nous permettre de calculer I'action des termes multiplicatifs qui nepamtalculés

analytiquement. Il s'agit en particulier de, % et du potentiel.
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4.4 Representations irreductibles de I'ammoniac

Nous allons présenter I'expression des bases symétrisées dans le cadnme depnésen-
tation primitive. Le calcul de ces représentations irréductiblesnespensable si I'on veut
utiliser la symétrie pour réduire la taille du probleme quantique.

Nous allons tout d’abord étudier I'action des opérations du groupe de permutaticgionve
de 'ammoniac B, (M )* (voir section 4.2d et tableau A-9 dans &Y. En premier lieu, comme
le vecteur; n'est pas affecté par les opérations de permutation, le réfereBIréste in-
variant sous l'action de ces opérations, c’est pourquoi I'action des peronggiar paires et
cycliques sur les coordonnées est obtenue directement des réféfehées

v T+
()| B | =| 7= B (.72)
71 T
(12)p = —¢
(13)e = —p—A4n/3
(23)e = —p+4n/3 (-73)
(123)p = @ +4n/3

Les autres coordonnées ne sont pas affectées.

En revanche, l'inversio2* modifie &, et donc (E2). Il est indispensable de rappeler que
cette inversion est effectuée par rapport a G, le centre de gravitardmoniac, et non par
rapport &,,. comme dans le cas du systemeigblé. Néanmoins cela n’a pas d’incidence sur
les résultats. Quelque soit le vecteur, on peut écrire ((SF1) estdeentiel centré suf,;. et
d’axes paralleles a ceux de (SF)):

2SF1 +SF
B ysF | = E*(W) + E* | ¢°F (.74)
LSF1 LSF
Par définition :
+SF +SF
E*l vy | =—| ¢°F (.75)
LSF LSF

En outre:

B (Gabcé) = GGabi-

Ce qui conduit a

54



xSFl xSFl
L* ySFl — _ ySFl (76)
ZSFI ZSFI

A partir de maintenant, nous alloms> omettre de spécifier que les réefésestigt centrés par
rapport a7 ;.. De plust*( R3) = — R de telle sorte que

E(g):(zjg) (77)
$E2 [ESF
( y? ) = Ry(=p)R.(—0) ( y>r )
ZE2 ZSF

Par définition

L PAS
= Rz(V)Ry(ﬁl)Rz(’h) ( yPAS) (.78)
_PAS
avec
cosa —sina 0
R.(a) =] sina cosa 0 (.79)
0 0 1
cos 0 sinf
R,(3) = 0 1 0 (.80)
—sinf3 0 cosf
donc
+SF +SF
E*(Rymmz(a)(ng)) - E*(Ryw)&(a))E*((ng)) (81)
+SF
= Ry((ﬁﬁ))RZ(wa)(yZ:) (.82)
2
= (ym ) (.83)
B2
efl12:113 -
L PAS L PAS
I ( yPAS) _ (yPAS ) (.84)
_PAS _ . PAS
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ce qui donne

_xEZ xPAS
( yt? ) = L (R.(y)Ry(B1)R-(71)) ( yr'4s ) (.85)
L B2 _PAS
xPAS
= R.(y")R,(B7)R-(77) ( yhAs ) (.86)
_PAS
__pPAs
= R.(Y")R,(B7)R-(777) ( —yF s ) (.87)
_PAS
avecy;™ =~ + m. La seule solution possible est donc:
51* =7 -0
M =m (.88)
Y=y
Au total, on obtient:
« ™4+ «
v -
B ™ — B

Les autres coordonnées ne sont pas affectées. Dans la représeitation; k; k[ v n), telle
que

<a76777617717R3707997Q|M‘]LL3kilen> = Z <J7L7Q7_Q|L370>
|Q|<Min(J,L)

J+1/2 . VL +1/2 . _
N D (0 B (=) DE (0, 51,m0) Nt 5 T o)

. (|k+l'| 1)
e’ Su(0) Py 2 " (cos20) (.90)

Nous commencons par ne traiter que
(D&Q*(avﬁvV)Dék*(ovﬁlvﬁyl)eww) (91)

La représentatiort’, (totalement symétrique) est donnée tar
D]{4 Q*(av 67 7)(Dék*(0, ﬁlv ’yl)[eww + eil/(tp-l—47r/3) 4 eiu(gp—47r/3)]

—I—Dék*(ﬂ', o 61, T 71)[6—2'1/@ + e—iy((p+47r/3) + e—iu(ap—47r/3)])
+D3rq (a4 7w = B, =) (D (0,7 = B, qn)[e? 4 e/ 4 eromin/)]

—I—Dék*(ﬂ', 61, T 71)[6—2'1/@ + e—iy((p+47r/3) + e—iu(ap—47r/3)])
(.92)

9. Pour cela, on utilise les projecteurs de la théorie despgs.

56



En outre, on aDy, " (o, 3,7) = eMd{, (3)e*"" et d’apres les équations (3.67), (3.68) et
(3.75) dans laRef, on a:

d}{ﬂ)(ﬁ—ﬁ) = (_1)Q+Jd}{4—9(_5)

(.93)
et de la méme facon:
d(m = B) = (1) Fdg_(=p)
= (=) (=" ()
= (=D)™dG_(B)
= (=), (B) (.94)

de telle sorte que

D}{ﬂ)*(o“"”ﬂr_ﬁvO)Dék*(_%W_ﬁla’h) = eiMa(_l)Jd}@—Q(ﬁ)@_mwdEQk(ﬁl)(_l)L_keﬁm

= (_1)J+L_kD]{4—Q*(O‘7ﬁ7O)Dfﬂk*(77ﬁ177l)
(.95)
La représentationl| obtenue a partir de (.91) est donc:

14 €199 4 YD (0, B, [DEL (0, By )™ 4+ (—1)DE (0, B a)e™] +
(_1)J+k+LD]{4 —Q*(av ﬁv 7)[D£Qk*(07 ﬁlv Vl)eimp + (_1)k+LDEQ —k*(ov ﬁlv Vl)e_imp])

(.96)
En conclusion, dans la représentatjdf./ L L, L, ;)™ on a:

Z <J7L; Qv_Q|L370> D&—Q*(avﬁvV)DEQk*(Ovﬁlvﬁyl)

|Q<Min(J,L)
= (—1)7Hte ST (L —Q, Q) Ls,0) DYy o (a, B,7) Do (0, By )
|Q<Min(J,L)
= (_1)J+L+L3 Z <‘]7L; Qv_Q|L370> D]{4Q*(a7ﬁ77)Dék*(07ﬁ1,’h)
|Q<Min(J,L)

(.97)
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TAB. .1 —Parité dek + L3 pour chaque représentatidhavecr = 0, 1,2, ... e désigne pair, 0
désigne impair

I' | Parité des lv|  Parité dek + Ls
Al e 3n e
Al 0 3n e
Al e 3n 0
Al 0 3n 0
E efo 3n+t1 e
E" efo 3n +2 0

Les fonctionsA sont donc de la forme:

[1 4+ /3 4 e 3 1 4 (—)) ST (=D)L L Q,-Q[L3,0)D1, o (0, B,7)

|2l<Min(J,L)

J+1/2/L+1/2 y . y »
‘ o @m (D (0,81, )™ + (=) D" (0, 1, 30)e )]

[kt

NLskilR;1/2JL3+1/2(kiR3) e“an(g)Pl( 2 ’1)(Cos20)

(.98)
Quelque soit la représentation irréductible, le résultat est donc:
. VI +1/2
[ X (DML 9, =90, 0) D (0 B,7) 5 ——
Q< Min(J,L) &
VI +1/2 . , - x i
s (DB (O fum)et 4+ (=)D (0,51, e )
. LE2
Nped B Y20 ok Rs) €848, (0) P2 (cos 20) (.99)

Dans (.99), les valeurs des nombres quantiques lsent restreints pour chaque symétrie (voir
tableau 1). D'autre part, k etsont soit tous les deux pairs, soit tous les deux impairs.
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4.5 Separation des deux isoreres

En choisissant notre systeme de coordonnées, nous avons précisé que la coofjonnée
était une bonne coordonnée de réaction pour décrire l'isomérisation. Gepa'®sout a fait
exact puisqué?; ne permet pas de faire la difference entre les deux isomeres. Comment donc
les distinguer dans notre systeme de coordonnées, sachant que I'un (Fig. .9 l{a)pgs de
I'autre (Figure .9 (c)) dans un miroir plan?

Le groupe ponctuel de symétrie de N&il'équilibre est G, mais si le mode d’inversion est
considéré, c’est le groupesPqui doit &tre utilisé. [, n'est pas, a proprement parler, le groupe
de symétrie de 'ammoniac car il fait passer d’un puits de potentiel a un@oireChap. 3 dans
la Ref?). Cependant, I'opération d’'inversion commute aveainsi gu’avec la partie purement
vibrationnelle d&/’ obtenue en posadt 0. Cette inversion est équivalente a une réflexion par
rapport au plan perpendlculalrel?a, et passant par G, c'est a disg,,,)5~, €t qui fait passer
'ammoniac d’un puits de potentiel a I'autre, modifiant ainsi le referda(ﬁé) (voir figures .9
(a), (c) et Fig. .10).

Le mode d'inversion de 'ammoniac peut se décomposer en (i) un mouvement deebascul
ment du planf () H®) () en laissaniz; (i.e. G, et N) et (BF) fixes (Figure .9 (b)) et (ii) une
rotation der autour de I'axe/®" (Figure .9 (c)). Tout cela conduit a:

« ™4+ «
B = 6

O'(wa)BF 7 = _— (100)
51 ™= 51

Il faut noter que le mouvement de basculement est tres coliteux en énesyitepacgéométrie
d’équilibre puisqu’il suppose que I'on détruit les liaisons (N-H) (voir Fig).18u contraire,
pour les plus petites valeurs d&, ce mouvement devient de plus en plus facile et devient libre
a la limite R; — 0 et dans ce cas est indépendant dé (voir Figure .10).

Nous sommes conscients du fait que les opérations du groupe ponctuel de syg&thisiC
que I'opération d’inversion ne sont plus de vraies opérations de symétreggirs+ 0 parce
gue ces opérations ne commutent pas avec les termes de Coriolis, commenaeexe

h . 0
T2 5 JeBF
ips Rs? sin By on
provenant de

A A
—

(LN _ (JL)sr
M3R32 B M3R32
En d’autres termes, les deux isomeres ne sont plus équivalents lofsgug Cette situation
est comparable aux deux hémisphéres de la terre : en chaque hemispliéreds de Coriolis
ont des effets differents, et explique la nécessité d'utiliser le groupegheutation inversion si

I'on envisage de traiter la rotation.
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FIG. .9 —Le mode d’inversion de NHLa direction de=""4% suit la convention de référencé,

qui correspond au vecteur suivank(® 7 A G, 7.
La définition dev (le troisieme angle d’Euler) force”4 a pointer dans le demi plan

(xBFGBY 2BF > 0).
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FIG. .10 —Ce graphe représente une coupe de la surface de poténpielir les valeurs de

p = pegs 0 = 0,0 =0, = 0. La position d’équilibre (le zéro en énergie) est obtenue en
prenant3R., = 1.19A et3, = 0 (our pour I'isomere). Les courbes d’isopotentiel vont de 0 a
20000 cn!, par pas de 1000m 1.
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Troisieme partie

Methodes nuneriques
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Introduction historique

La deuxieme partie de cette these présente les résultats obtenasgiation de I'eéquation
de Schrodinger indépendante du temps en partant de la formulation précédgeied&d, la
résolution directe de cette équation, construction de la matrice hamiitoiet diagonalisa-
tion, ne peut &tre utilisée que pour des systemes comportant quelques midiats dEulement
(10° < N < 10%), pour des raisons d’encombrement mémoixe(?) et de temps de diagona-
lisation (xx N?). On peut noter que, sur les ordinateurs du laboratoire (station IBM RISC 6000-
397), la taille maximale des matrices que I'on peut stoquer est de seulgémdf x 8 x 10°.
Pour des systemes de tailles supérieures, comme I'étude des nivea@s ebecl’ammoniac,
une telle approche devient trés difficile car la convergence de ces étsssite un trés grand
nombre de fonctions primitives (supérieure(d). Il est doncabsolument indispensable de re-
courir a des méthodes numériques spécialement adaptées

La méthode numérique utilisee pour étudier le spectre de 'ammoniac s’eppelit Ha-
miltonian Pseudo-Spectral Approackt a été développée par Leforesternl. pour I'etude des
dimeres de Van der Waals Ar,B® et(H,0),''*7''%. 1l sagit essentiellement dhe approche
pseudospectrale non produit directe a six dimensions couplée a des méthodes deioontract
ainsi qu’'a l'algorithme de Lanczon pourrait traduire le termeSplit Hamiltonian Pseudo-
spectral Approachpar«méthode pseudospectrale appliquée a ’'Hamiltonien scindé en parties
car comme nous le verrons par la suite 'Hamiltonien est scindé endliff&€opérateurs lors de
I'utilisation de I'algorithme de Lanczos. Le préfixe pseudo provient du fait qurepasse de
facon intermédiaire sur des représentations grilles.

Initiée par Feit et Fleck:!'" et Kosloff et Kosloff'®119, cette méthode utilise deux dif-
ferentes représentations associées a I'opérateur Hamiltomesffé, dans la formulation ini-
tiale, 'énergie cinétique était évaluée dans la représentapectrale (une base d’ondes planes),
tandis qu’une grille était utiliseée pour le potentiel. Les deux représentatont équivalentes
puisque I'on passe de l'une a I'autre par une transformation unitaire (une tra@sfalenFou-
rier). Pendant de nombreuses années, cette méthode n’a été utilisee qulee powagation
de paquets d’onde (voir Ré®). Elle fut neanmoins introduite par la suite pour I'étude d’états
lies par Friesner et dP? dans le cadre d’'une approche pseudo-spectrale adiabatique (APS:
«Adiabatic Pseudo-Spectral approaghCette approche, reposant sur I'algorithme de Lanc-
zos, fut utilisee pour I'étude de spectres d’émission stimulée. Sorttasp@vateur reposait
sur la combinaison de la méthode de contraction adiabatique de Bati¢ antf'LithSAR:
«Succesive Adiabatic Reductigret de la dualité entre les représentations grilles et spectrales.
D’un point de vue numérique, la représentation contractée est bien pluseffieata base non
contractée. En effet, elle est associée a un spectre bien phitcetgui accélere la convergence
d’algorithmes de diagonalisation tels que celui de Lan@Zo%”. D’autre part, Friesnegt al.
avaient utilisé un nombre de points de grille supérieur au nombre de fonctionsdépgate qui
permet de retrouver le principe variationnel qui n’est pas vérifie Siiot.

65



L'étape suivante fut franchie par Corey et Lemdifigui ont généralisé la méthode pseudo-
spectrale aux bases non produit direct. Dans I'article initial, ils pamtad’une base d’harmo-
niques sphériques et passaient sur une grille & deux dimensions. L utilisatitradeoniques
sphériques permettait de traiter de facon exacte les singularitésagegujui sont intraitables
dans la représentation grille. Cette nouvelle approche se distingue de I'appribiethe ' parce
gu’elle n'utilise plus une transformation unitaire entre les deux représemséat.es représenta-
tions ne sont plus alors équivalentes, et c’est la base spectrale qui sept@gergation primi-
tive.
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5 Repréesentation grille

5.1 Principe geréral

5.1a) Introduction

Une fois que I'on a choisi la base primitiveRBR : Finite Basis Representatignon est
en mesure de calculer analytiquement les éléments de matrices fatsaveenir les opérateurs
dérivatifs et singuliers de I'Hamiltonien. Mais comment calculeéliésnents de matrice faisant
intervenir des opérateurs multiplicatifs tels que I'opérateur poténtie
Dans la plupart des cas, ces intégrales pourraient étre calculéesaqraatyent mais les temps
de calculs deviendraient alors rapidement prohibitifs car ces opérateurs npls®mlu tout
diagonaux dans la base primitive. Il existe une autre voie tres avantageuse ditidgoue
numeérique. Lorsque 'on veut faire agir un opérateur multiplicatif, ou de@&ane maniére ca-
luler les éléments de matrice associés a cet opérateur, onmpassentanément sur la base dite
«DVR» ( «Discrete Variable Representatigh'?:128:1317134 "dans laquelle, on suppose les opé-
rateurs multiplicatifs diagonaux, puis I'on revient a la base primitive. Ndioss voir quece
changement de basevient apasser momentanément en représentatjpwsition».

5.1b) La transformée de Fourier discete

Pour comprendre la signification physique de la représentation grille, nous allonsecemm
cer par étudier le cas d’une particule dans un espace a une dimension. Si nous expHatons |
miltonien en fonction de la coordonnée position X, on a:

. R 02 .
avec
z €] — 00, o0 (.102)

On peut développer I'état> > sur les états propres de I'opérateur moment:

+o0
b >= /_ < poltp > |po > dp, (.103)
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avec
Z’Poi
h

+oo e
< >= < Pol¥ > dp,
= [ <> Sy

De méme, on peut développer la fonction d’onde sur les états propres de teapgrasition :

(.104)

+o0
[ >= / < x| > |ay, > dx, (.105)

avec oo
< ol >= / < eoftp > 8(a — 2)de, (.106)

— 0

Les équations données ici présentent un certain nombre de problémes, pufSguet
d(xz — x,) ne sont pas des fonctions de base acceptables au sens habituel de la mécanique
quantiqué'®, les ondes planes n’étant pas de carré sommable et les deltas de Diaad péat
des fonctions mais plutdt des distributions obtenues par passage a la limite efiengesfonc-
tions. En fait, tous les problemes proviennent du fait que les variables somuwesti
Néanmoins deux remarques tres importantes pour la suite sont a signaler.

- La premiere base semble plus adaptée pour calculer I'action de I'epé@tergie ciné-
tique sur la fonction d’onde, puisque cette base rend diagonal cet opérateur. Lawkebaige
est mieux adaptée pour I'opérateur énergie potentielle pour les mérsessai

- Le passage d’'une base a l'autre est toujours possible puisque elles sonuliegsIlautre
par une transformée de Fourier:

o%o

1 +oo T
< Tl >= —/ < poltb > e R dp,

Il faut noter que< x,|¢» > et< p,|¢» > ne sont que deux facons équivalentes de décrire
la fonction d’onde dans I'espace des phaSed.e passage de I'une a l'autre se fait par un
changement de représentation qui n’est autre qu’une transformation unitairesskgpade la
représentatioamoment a la représentationcoordonnée (voir Chapitre V dans R€F).

Pour ne pas avoir a utiliser des basesfdactions qui posent probleme, non intégrables ou
distributions, nous allons étre amenés a représenter les sommes colfimégrales) a I'aide
de sommes discretes, et a utiliser une transformée de Fourier diseair la représentation
moment, il N’y aura aucune approximation puisque nous allons supposer que, pour des raisons
physiques, le domaine de définition sera limité{ = < b) et que la fonction d’onde sera nulle
au-dela. En effet, on peut alors développer la fonction d’onde sur la base orthdadistaete

; PmT
suivante< z|p,, >= =

Vo—a)

avecp,, = (’ZT_”J) ;

. z
P il

€ h

(.107)
(b—a)

+ oo
<l >=" < paltp >
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Sachant que I'on ne travaille gu’avec un nombre fini N de fonctions de base, la fonction d’onde
va étre approchée de la facon suivante :

N .
2 (e

<alp >~ Y <pm|¢>:7 (.108)

m:—%—l—l ( - Cl)

De la méme fagon, on peut développer la fonction d’onde sur une base de fonctions propres
de I'opérateur positior: x|z, >
N
2

<zl > Y <apl ><zlr, > (.109)

m=-— %—I—l

b

avecz,, = a +m=".

Ces nouvelles fonctions de base sont obtenuesrmatransformée de Fourier discréte!*¢

N
2

1 . PITm
<aplh>=—= Y <plp e

\/N l:—%-l—l

Tm

. N .p ,
Les fonctions< x|z, >= j—ﬁ YL vy, < z|p > €7 ne peuvent pas rendre les opérateurs
- 2

multiplicatifs rigoureusement diagonaux puisque la somme est discrete.

En fait, les points qui échantillonnent I'espace de définition ainsi que la fdeadonctions
< x|z, > sont choisis de telle sorte que I'erreur soit contrdlée et la plus petite p@sSibl
I'on augmente indéfiniment le nombre de points, les intervalles deviennent si petits que la
somme discrete se confond avec une somme continue. On tend bien alors vers ésentapr
tion compléte pour décrire 'espace des états.
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Maintenant, prenons un cas précis pour illustrer notre propos. Nous allons admettre que
I'on utilise une base d& = 9 fonctions sinus comme base primitive. Il ne s’agit que d’'un cas
particulier de la base présentée ci-dessus, mais qui présente Igeahtiliser des fonctions
réelles. Les fonctions,, () de cette base de sinus définie dans I'intenallé | s’écrivent sous
la forme suivante::

2
Sa(x) = J;sin nLﬂ (.110)
ouz € [0, L].
La théorie de Fourier discrete nous indique que les intégrales suivantes petreeaypro-
chées par des sommes discrétas = - )*°:
Xmag N
/ Su(2)f(2)Sy(2)dr = S AwS, (iAz) f(iAz)S,(iAx) (.111)
0

=1
Ce qui peut se mettre sous la forme:
N N
> AzS,(1AT) f(1AZ)S,(1AT) = > < Sp|Ai >< A fIA >< AilS, > (.112)
=1 =1

en prenank A;|S, >= vV AzS,(i1Ax).

Silonimpose< A;|f|A; >=< A;|f|A; > d;;, 0na

N N
< Salf1Sp >= D < Sulhi >< A fJA >< AYS, >= D0 < Su|A >< A fIA; >< Aj|S, >

=1 7,75=1
(.113)
Ces derniéres équations montrent bien que nous avons réalisé un changement dediese uni
qui fait passer de la base FBR a une base DVR:

AX)=< X|X;=i*Az>i=1,...,N

et que nous avons supposé que les fonctions DVR diagonalisent I'opérateur mulfiplicati

f(z).

La matrice de passage dite matrice de collocation est la suivante :

2 1N
n =1/ i 114
U N—I—lsmN—l—l ( )

2 1N
A(X) = i (X A1
(X)= 3 | sin o S() (115)

n=1,N

avec

As(x) ala forme suivante :

10. Dans le cas de la transformée de Fourier, cela reviealcaler I'intégrale par la méthode de trapezes.
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p=5
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Xp

Fic. .11 —Fonctions de la base DVR

Il s’agit d’'une fonction valant un au point de grill§; et zéro aux autres points. Ceci se
retrouve facilement en utilisant les relations d’orthogonalité entreolestions sinuslLes fonc-
tionsA,(X') deviennent de plus en plus localisées lorsqu’on augmente le nombre de points de
grille, et tendent vers des fonctions nulles partout sauf aux points de grille (ou efg &3 Ce
sont donc bien des fonctions qui rendent diagonal tout opérateur multiplicatif. Si I'od des
petites valeurs de n et p, I'erreur que I'on fait sur le calcul de l'intégea discrétisant diminue
tres rapidement avec I'augmentation du nombre de points de grille.
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5.1c) Diagonalisation de I'ograteur position dans la base @locali€e

En général, lorsque les coordonnées ne sont pas cartésiennes, les fangtibagonalisent
les opérateurs dérivatifs ne sont pas des ondes planes mais d’autres typegidas telles que
les polyndmes orthogonaux. Comme nous I'avons déja vu, il est alors utile deleadaihs
cette baseprimitive» ; d’autre part, on peut &tre amené a inclure dans I'equation diffetientie
de définition des termes multiplicatifs singuliers.

Un moyen tres naturel d’obtenir une base localisée rendant approximativermeméea-
teurs multiplicatifs diagonaux est déagonaliser directement I'opérateur position dans la base
primitive, puisqu’on cherche justement & passer en représentation position. Dangllarcas
angle plan, la base primitive associée est la base des polyndmes de Legermginée belisend
diagonal I'opérateur dérivatif associé :

1 g . 0
snfag Q%PZ(COS 0) = U0 + 1) Pi(cosb)

/ d(cos 0) Py(cos 0) Py(cos0) = o

0

Ces fonctions sordélocaliséesur tout I'intervalle—1 < cos § < +1.

On définit une base localisé#, > en diagonalisant I'opérateur position dans la base des

polyndmes. Les valeurs propres sont les points de grille®n réalise le changement de base
via une matrice de collocation U :

{P)} = {16.)}

[0) = > Uae| P2)

Uae = \/wa Pi(cosb,)

oud,, w, sont les points de grille et les fonctions poids respectivement. Il n'y a d’approxi-
mation que parce que la base de départ est de taille finie. Ce procédé sesspavé aux
polyndmes orthogonaux mais peut &tre appliqué a n'importe quelle base orthonornate-de f
tions (voir section 7.2 sur la méthode H.E.G.).

72



5.1d) Cas particulier des polyromes orthogonaux : quadrature de Gauss

En fait, dans le cas particulier des familles de polyndmes orthogonaux, le passégbase
délocalisée définie en 5.1b) permet de calcsl@ns aucune approximatiptoutes les intégrales
faisant intervenir 'opérateur positionds )'° :

/7r d(cos 0) Py(cos 8) Py (cos @) cos 0
0

L
= Z 08 0, Py(cos 0, )ws Py (cos 8,)
a=1
oul,!” < N, N (le nombre de fonctions) est fixeé.

Le signe~~ est remplacé par un signe égal.
On peut poser le probleme en sens inverse. Peut-on trouver un jeu de pointseteeirde
fonctions poids tels que toutes ces intégrales soient calculées de facanpaadiscrétisation?
La réponse est oui dans le cas des polyndmes orthogonaux, la solution étant la méeleeque c
obtenue en 5.1b) . Ce probleme, posé sous cette forme, est en effet, formellement identique
a celui ducalcul des intégrales a I'aide de quadratures de Gatiss® (Gauss-Legendre dans
notre cas particulier). On peut alors tirer profit de la théorie des polyn@mlesgonaux pour
obtenir, de facon analytique, les points de grille qui sont, en fait, les zéros ylhgmoe de degré
N+1, ainsi que les fonctions poids. Ceci nous permet alors d’éviter la diagormtisati
En fait, une erreur apparait lorsqu’a la place de la fonctigrd, on place un polyndme de de-
gré supérieur, par exempleos #)°, comme c’est le cas lorsqu’on veut calculer les élements de
matrice associés au potentiel. En effet, dans un tel cas, le polyndm&geur de l'intégrale
de degré supérieur a 2N+1. L'erreur est d’autant plus grande que le degré du pobstarend.

5.1e) Conclusion

L'utilisation d’'une représentation grille permet de calculer lesnglats de matrice associés

a un opérateur multiplicatif ou I'action de celui-ci sur un vecteur de kelaimitive (FBR).
Pour cela, on réalise le changement de base unitaire qui fait passer de |BBadélécalisée
a une base localisee DVR, en appliquant la matrice de collocation de changtartzage sur
le vecteur de départ. On suppose que I'opérateur multiplicatif est diagone¢te base, puis
I'on revient sur la base de départ en appliquant la matrice transposéeeur'eue 'on fait
est controlée par la théorie de Fourier ou celle des quadratures de'Gallisst possible de
généraliser ces méthodes a n'importe quelle base de fonctions orthonofwoaiegction 7.2
sur la méthode H.E.G.).

11. 1l existe aussi d’'autres types de quadrature : GaussitmbGauss-Radau... On peut aussi montrer que la
transformée de Fourier discrete est en fait equivalantee quadrature de Gauss dans le cas des polyndmes de
Chebycheff, pour laquelle il existerait une transformatiapide (NlogN) remplacant la transformation classique
par produit de matrice (N. Ceci explique I'extraordinaire puissance de la transfeg de Fouriéf 139,140,
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5.2 La méthode pseudo-spectrale

5.2a) Introduction

La méthode pseudo-spectrale n’est qu’une systématisation du schéma de anildeBR-
DVR»199:132,141,142 3 des systemes a plusieurs dimensions et surtout au cas ou le nombre de
points de grille est supérieur au nombre de fonctions initiales

Lorsque I'on utilise plus de points de grille que de fonctions de départ, on ne parle plus de
bases FBR ou DVR mais plutdt de représentation spectrale et de repti&segtille.
L'action des opérateurs dérivatifs est évaluée dans la repté&son spectrale et I'action des
opérateurs multiplicatifs, dans la représentation grille. Par gi@mpour I'action du potentiel,
on part d’une fonction développée sur une base a N variables de fonctions sgzectral

(I)(l’ll'g Z 021222NS‘Q£11)($5,) X 99522)(1;2) X X ‘Pg)(l’;v)
i1t2. iy
La transformation basegrille se fait par changements successifs en appliquant les matrices de
collocation sur les vecteurs de départ:

Uyl o ol ()

a- {o!} — {«!}

(122 ZN Z (“1 2122...iN
b- {0} — {o1}

p- {1} = {2}

ab .p Z pZN ab..iN

Les opérations sont particulierement rapides puisqu’elles sont de typeenaticteur et donc
tres efficaces. En effet, on fait agir

V)
Lab...p

V(:L' :L'b J}N)(I)abmp = O]

V ®|73ab.. P
Si les matrices sont carrées, c’est a dire que I'on a autant de points lés gtike de fonctions
spectrales, le retour dans la représentation spectrale se fait paradioplides matrices de col-

location inverses. Cette opération n’est en fait qu'une transposée pusstraeformation est
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unitaire'2,

oly). =Y uMel})
P

(I)EQZN = ZG:UZ»(SQCI)(%)WZ»N
Il faut remarquer que I'on peut utiliser la représentation grille commeassgrtation primitive,
c’est a dire utiliser le schéma de collocation dans le sens inverseluiegoe nous avons pré-
senté jusqu’a maintenant. Cette derniere méthode est particuliéradeptée lorsque I'on veut
réaliser une réduction adiabatidlie
La grille que I'on utilise est donc a plusieurs dimensions. D’autre part onejtéis général,
plus de points de grille que de fonctions spectrales pour calculer toutes les ira&gratele
moins d’erreur possible. Enfin, la méthode pseudo-spectrale a été étendisepauticauliere-
ment délicat des bases non-produit direct.

5.2b) Augmentation du nombre de points de grille

Pour montrer simplement I'intérét de dissocier le nombre de points de grille du eafebr
fonctions de départ, nous allons nous placer dans le cas particulier des polyndmgsildree
Si on utilise 10 polyndmes de Legendre, de degré de 0 a 9, toutes les intégralps de t

/07r d(cos ) f(cos )

ou f est un polyndme de degré inférieur ou égal a 19 (2 fois le nombre de points ipaten
particulier toutes les intégrales de type:

/ d(cos 0) Py(cos 8) Py (cos @) cos 0

0

ou ¢ et /' sont inférieurs a 10, sont calculées de fagon exacte si I'on utilise la ajuaerde
Gauss-Legendre a 10 points (10 fonctions localisées). Par contre, si I'onymeputentiel V

quadratique, l'intégrale :

/07r d(cos 0) Pio(cos ) Pip(cos 8)V (cos 6)

12. En général, les matrices ne sont plus carrees ma@ngaaires. Dans ce cas, on ne calcule pas la matrice
inverse directement. On part de la matrice carrée en ptendant de fonctions spectrales que de points de grille,
on la transpose et on élimine les lignes associées auxidoiscspectrales surnumeraires.
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ne sera pas calculée de fagcon exacte avec une quadrature de Gauss-Legepdieta fGisque

le polyndme, a I'intérieur de l'intégrale, est de degré 20. Le moyen le jrusle pour étre sir
de calculer toutes les intégrales de fagon exacte est d'utiliser une quadidtl points tout en
ne travaillant qu’avec 10 polyndmes. Les points sont alors les zéros du 12&mémel, et non
plus ceux du 11eéme polyndme.

D’une fagon générale, quelque soit le polyndme pour lequel on cherche aidetetes élé-
ments de matrice sur la base de N polyndmes de Legendre, il existe un schéallackion
utilisant un nombre de points de grill&/{ correspond a N + degré du polyndme que I'on veut
intégrer) suffisant qui permet de calculer toutes les intégrales de fagotee

Ce procédé peut étre étendu a tout schéma de collocation, en élitemanteurs résiduelles
dues aux approximations qu'implique la discrétisation des intédtalés. La construction de
la matrice de collocation est trés simple, il suffit d’utiliser cedlstenue a partir dev, poly-
ndomes et de tronquer les lignes ou les colonnes (pour la matrice transposés)@odiant aux
polyndbmes de degré supérieur a N. On obtiemé matrice rectangulairet le passage de la
représentation spectrale a la représentation grille n’est plus inikai revanche, le passage de
la représentation spectrale a la représentation grille, suivi durrétla représentation spectrale,
est toujours unitaire, ce qui fait qu’aucune information n’est perdue par ce processus.

Il faut remarquer que le fait d’utiliser un nombre de points de grille supérienoawbre de
fonctions primitives nous permet de retrouver le principe variationnel qui net géuaiveérifié
sinon.

5.2c) Le cas des repgsentations non-produit direct

Comme nous l'avons déja indiqué, le choix des fonctions localisées dépeadataille
de fonctions que I'on utilise (fonctions de Fourier, fonctions de Legendre, de Laguerreyde H
mite...). Un probléme supplémentaire se pose lorsque la base primitstepa’® produit direct
comme c'était le cas pour 'ammoniac. En général, le fait que lailvasepas produit direct est
lié au fait qu'’il existe des termes singuliers faisant intervenir plusieoordonnées en méme
temps. Pour traiter analytiquement ces singularités, on est amené torglieatent a utiliser
des bases de fonctions couplées.

Un cas particulier bien connu est celui des harmoniques sphériques. Pouat&apéuivant

. 1 o* 1 0 d 1 0*

Tx ———R— — sinf— — —————

C T RORT T sin0R200°TT 90 sin?0R? 07

la singularité er = 0 ou 7 est traitée analytiquement en utilisant la base d’harmoniques
sphériques, qui est un produit d’'une fonction de Fourier par une fonction de Legendre :

Y (0,0) = o (cos(0)) jg_ﬁexp@m@)

(.116)
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Le point important est le fait que la base #mépend de deux indices, ce qui fait qu’il y a
autant de familles de fonctions de Legendre, et donc de schémas de collocation, geeide va
de m. Il faut donc utiliser, a priori, autant de grilles que de valeurs de m, et domseutine
représentation grille qui n’est plus, elle non plus, produit direct. Cependamseutillusieurs
grilles pour chaque coordonnée alourdirait considérablement la méthode pseudalspct
augmenterait sensiblement le temps nécessaire pour évaluer lesemassociées aux opéra-
teurs multiplicatifs (ou leur action sur un vecteur dans la base primi¥eyt pourquoi, il faut
imposer I'utilisation d’'une seule grille par coordonnée.

En effet, on peut se permettre d'utiliser, pour une famille de fonctions, uensalde colloca-
tion qui n’est pas forcement le mieux adapté, mais qui est suffisamment proctopiediarreur
supplémentaire que I'on introduit puisse étre compensée rapidement, en augrieentembre
de points de grille. Il faut préciser qu’il n’existe pas une grille unique assaci@ee famille
de fonctions qui permette de rendre les opérateurs multiplicatifs diagonauxmedmnne ap-
proximation.

Nous allons illustrer notre propos a I'aide des fonctions de Legendre. Lorsque m augmente,
les fonctions de Legendre s’éloignent des bords du domaine de définition, c’est asiir@-de
leursf = 0 our et ceci a cause du terme centrifuggm%.

Les points de grille des fonctions de Legendre, contrairement aux fonctions de Fousentne
pas répartis de facon uniforme. En effet, il est logique que la densité de peimgslle pres

ded = 0 our diminue lorsque m augmente, ce que I'on peut vérifier facilement en calculant
explicitement les points, puisque dans ces régions, les termes interngégréie sont nuls.
Supposons maintenant que I'on décide d'utiliser la quadrature pour m=0 et de I'apm@iquer °
toutes les familles de fonctions de Legendre. Plus la valeur de m augmenteragtersmhéma
sera efficace, mais I'on pourra toujours augmenter le nombre de points de grille poumsampe
cette perte d’efficacité. Par contre, il serait tres maladroitiliset la quadrature associée a une
valeur grande de m et de I'appliquer a des familles de fonctions avec m petiteEril éaudrait

un tres grand nombre de points de grille pour converger les parties des intégralesrds du
domaine de définition, puisque dans cette quadrature la densité de points a cet entsst pe
révéler extremement faible.

D’une facon générale, lorsque I'on est en présence de fonctions dépengdnsiders in-
dices, un moyen efficace, pour ne pas faire appel a plusieurs grilles diégrexst d’utiliser la
guadrature associée aux nombres quantiques les plus bas, et d’augmenter le nombredie points
grille pour compenser la perte d’efficacité!?*1437145 Cette méthode se révele en général trés
efficace, le nombre de points de grille supplémentaire n’est pas tres étestirtout, le temps de
calcul pour évaluer les intégrales n'augmente pas par rapport au cas d’'une basedirecili
Il faut conserver un plus grand nombre de matrices de collocation, dont la tailesbire
par rapport a celle de certains vecteurs que nous seront amenés a utiisendgaobleme a six
dimensions comme celui de 'ammoniac.
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6 Application au spectre de 'ammoniaca J = 0

6.1 Opérateur Hamiltonien

Nous utilisons I'Hamiltonien présenté dans la premiere partie en imposant 0%, ce
qui donne I'opérateur ci-dessous aprés le changement de convention de normélisati@mt
5
U — o 20,
. L? h? 1 92 h? 9
2sRE 215 Rs ORZ 21 902

2 ) opd L?ac —h* 2 — 2ih L ras 2
po? sin 26 96 00 po?(1 — cos 26)
Q(iz — j/szs) Slne A A Zh A a
z Lr 4+ L? — —
1o*(1 + cos 26 0%(1 + cos 20 (Ls+ _)+2 0?cos?0/2 S
I o r
15p% .
+892/~L + V(Qv 07 ¥, R37 617 71)

(.117)

2 . . - , . .
;Zﬁu est un terme extrapotentilqui est inclus dans I'opérateur énergie potentielle.

6.2 Représentation spectrale

La représentation spectrale s’écrit comme un produit direct
B ®{|S.),n=1,Ns}
entre une basB et une base de fonctions sinus pour décrire le mouvementldes l'intervalle

[Qmina Qmax] :
]2 . nm(0 — omin)
Snlo) = psin————— (.118)

OUL = 0,,0: — 0min €St la taille de la boite.
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TAB. .2 —Parité deo, k + L pour chaque représentation irréductibleavecrn = 0, 1,2, ... €
signifie pair et o signifie impair

I' 4 Parité dek + L
Al 3n €
AY 3n 0
E' | 3n£1 €
E" | 3n£2 0

6.3 LabaseB

Cette bas# est définie comme un produit non direct d’ondes planes, de fonctions de Jacobi,
de fonctions de Bessel et de fonctions de Legendfe kv ) :

[kt

<61,71,R3,0,<,9|Lkikl1/>o<Yf(ﬁl,71)R;I/QJLH/Q(kiRg)eiWP,( > D(cos20)  (.119)

Comme nous l'avons déja vu, cette représentation permet de traiterignaipent toutes les
singularités apparentes, angulaires et radiales.

6.4 Labase symatriseeB(l)

sym

Le groupe de permutation-inversid, (M)* de la molécul& nous permet de séparer la
base en 4 bases symétrisées correspondant aux difféerentes repi@sentaductibled” du
groupe de symétrie. Pour construire les fonctions symétrisekskt /v, [ >, on utilise les
conditions indiquées sur les nombres quantiques données dans le tableau ci-desstie, En
k et v sont de méme parité. Il faut noter que lorsqlie= 0, les représentationg), et A} se
confondent avecl!; et A} respectivement.
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6.5 Repréesentation grille

La représentation spectrale nous permet d’évaluer facilementfedg la plupart des opé-
rateurs dans I'énergie cinétique. Pour I'énergie potentielle, on pastergprésentation grille.
La représentation grille correspond aux ensembles de vajdurs,, } prises par la fonction
d’'ondeW sur la grille a 6 dimension§3;,, x y1, x Rzg X 05 X @5 X 0, }.

Il est plus facile de partir de la base non symétrisée {|5,),n = 1, Ng}. On part donc de la
fonction d’onde exprimée de la fagon suivante

Urkkivn) = O, Vikkiw| Lk klv)]S,) (-120)

Lk klvn

On veut calculer les coefficients du développement de la fonction d’onde sutéa{ @i, 5., }-

Le passage de la représentation spectrale a la représentatiorsg/fitie en differentes étapes
successives. La premiere étape consiste a passer de la base déSinus= 1, Ns} alagrille
eno:{o, = omin + pAp}, grace aux matrices de collocatiéh

2 . nwp
UR) = . 121
7T N+ 1 N (121)

Il faut rappeler que le nombre de points de griNg est plus grand que le nombre de fonctions
sinus Ns. Cette matrice nous permet de définir la représentation intermédit i, »;.,, }, &
I'aide de la transformation suivante :

Urkktvp =9 UL k1o (.122)

La transformation inverse est effectuée a I'aide des matrmieesposées

Urhktvn =2 (Uéf))Jr Yk kivp (.123)
Il faut ensuite traiter les autres coordonnées. La méthode utiliséequiese généralisation a
un probleme a 5 dimensions de la méthode pseudo-spectrale en base non produigfiriect d”
par Corey et Lemoiné® pour les harmoniques sphériques, par Leforestier pour les fonctions de
Wigner'4, par Lemoine pour les fonctions de Bessekt par Alacid et Leforestiét” pour les
harmoniques hypersphériques. Si on part du développement suivant:

Crkniv) = >, ik Lkiklv) (.124)

Lkiklv

la méthode commence par une transformée de Bessel en base non proddit direct

Vi gkl = Réﬂ’mmw (.125)

ki

ou R, est la matrice (voir Sec. 3 dans la Re.

Rl _ 2 JL+§(ZiJLVﬁ)
ok N7T|JL+§(57T)JL+§(ZZ'L)|

(.126)
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Il faut noter queks € [0, R,,..], quez;;, est le i*® zéro deJLJr , quek;(L) = g, etque N
est le nombre de points de grille. Dans la transformée de Bessel non prodwt Iébsqmmmts
de grille sont identiques a ceux d’une transformée de sinus pour le cas des fonctiorssele Be
demi-entieres.

Quandl # 0, il y a toujours plus de points de grille que de fonctions de Bessel selon la
relation donnée de la Sec. 3 dans la Rel étape suivante est une transformée de Jacobi en
base non produit diret¥ :

Vigksy = ZA \I’Lﬁklu (.127)

ot A% est la matrice

(|k+l’|

A = pact(lk,vyPC D (cos(20,)) /o (.128)

et oucos20, etw, sont respectivement les abcisses et les poids d’une quadrature de Gauss-
Legendre aV, points et ouFact(l, k,v) est la constante de normalisation des fonctions de
Jacobi. Il faut utiliser une transformée de Legendre en base non produit tirect

\I}aﬁksu:ZBiL\I}Lﬁksu (129)
L
ou B*; estla matrice:
Bl = 9 (cosPr,)\/wa (.130)

et ou i est une fonction de Legendre normalisée et@ib,;, etw, sont respectivement les
abcisses et poids d’'une quadrature de Gauss-Legendse@oints. On termine par une double
transformée de Fourier inverse syrety :

{Yapesgt = @%{@Z’aﬁkw} (.131)

La transformée inverse (grilespectrale) est effectuée a I'aide de la double transformée de
Fourier:

{¢aﬁk5v} = wa1{¢aﬁq5g} ) (.132)
suivie de la transformée de Legendre inverse:
\I}Lﬁksu - Z (BSL)—l—\I}ozﬁksu (133)

O

et enfin de la transformée de Jacobi inverse:

A
Vrgkiv =Z(A§,’f )) Vrsksy (.134)

S

et la transformée de Bessel inverse:

Vrkkiv :Z(Réi)-l—q}Lﬁklu (.135)
8

Nous avons tenu compte de la symétrie pour réduire la taille de la grille par unuia2te
pour 3, (toutes les fonctions sont symétriques ou antisymétriques par rapport a Sionele
la molécule lorsque/ = 0°%) et par un facteur 3 pour'*”.
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7 Représentations physiques: base contrage et espace de

Krylov

7.1 Introduction

Jusqu’a présent, nous avons défini une représentation spectrale qui perneetidegprialiser
en grande partie I'opérateur énergie cinétique, et une représentatierqgr rend I'opérateur
potentiel diagonal. La question qui se pose maintenant est de savoir si cesti@se sont
adaptées au probleme physique qui nous occupe, a savoir I'étude du spectre de I'anmoni

Pour savoir si une représentation est adaptée a un probléme physique, ilgiauaterea
forme de la matrice Hamiltonienne dans la base associée. Si les ternsedidgonaux de la
matrice tendent rapidement vers zéro lorsque I'on s’éloigne de la diagolatkeleareprésenta-
tion est bien adaptée au probleme et peu de fonctions de base seront négeEssaionverger
les premiers états. Si au contraire la matrice est pleine et lewetehors diagonaux les plus
extérieurs sont grands, la représentation n’est pas du tout adaptée., En fzditrice de NH
est pleine dans la représentation spectrale comme dans la représegriéi@til n’y a aucune
raison pour que les termes hors diagonaux tendent rapidement vers 0 lorsque I'gng elei
la diagonale.

Il nous faut donc définiune nouvelle représentation plus adaptée au probleme physique
ce qui va se dérouler en deux étapes successives : la définition d’'uneobérsetee puis celle
d’'une base de Lanczos.

7.2 Representation contracée et nethode H.E.G.

Il existe de nombreuses méthodes de contraction qui varient selon les syptgrsigsies et
les objectifs que I'on s’est fixés. C’est pourquoi, nous présenterons ici uniquéarmagthode
utilisée pour I'ammoniac.

Pour réduire le nombre de fonctions a utiliser dans l'algorithme de Lanczos, nous allons
contracter la base de fonctions sinus, de fonctions de Jacobi et de fonctions de Besséle E
pour les fonctions sinus, nous allons aussi utiliser la méthode H.E.G. (du nom deeaas aut
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Harris, Engerholm et Gwinf®148:149) pour sélectionner une grille optimale. La méthode se
présente comme sulit.

Nous allons commencer par la coordonnée hypersphérique radidleus partons de la
base de fonctions sinus non contractégs;,),n = 1, Ns}. La transformation vers la base de
fonctions grilles{ o, = o..:n+pAo} estaccomplie a l'aide de la matrice de collocation présentée
plus haut. Le nombre de points de gril\g; est plus grand que le nombre de fonctions sinus,
par exempleNg = Ns + 3. Une coupe a une dimension du potentiel le long daest définie
de la fagon suivante : le potentiel est évalué pdurvaleurs dep en faisant varier les autres
coordonnées jusqu’a ce que le minimum soit atteint pour chaque valeur@e obtient un
potentiel & une dimensiovi; (o) = Ming, ~, rs.00(V (0, 51,71, R3,¢,0)). Avec ce potentiel,
on définit un opérateur Hamiltonien a une dimension:

h2 62

Hepp(o) = —@a—gﬁ\/ﬁff(g) (.136)
gue I'on diagonalise dans la base de fonctions sinus. Les vecteurs propres d’émesgéds-t
vées sont éliminés ce qui nous permetm@d&ailler dans une base de fonctions contractées de
dimension réduitg|S,..),nc = 1, Ns.} avecNs. < Ns. On passe de la base contractée a la
base non contractée a I'aide de la matrice des vecteurs propres. [Bradails cette base permet
de diminuer considérablement la valeur des éléments de la matricetdr@emine non diago-
naux et d’'accélérer I'algorithme de Lanczos. En outne,calcule la matrice de I'opérateur
positions dans la base de fonctions contractées et on diagonalise cette matesevaleurs
propres obtenues sont les nouveaux points de grille a utiliser avec les basesteestrac

La seconde étape concerfig. On définit un potentiel a une dimension de la méme facon en
minimisant par rapport aux autres coordonn&gs( R;). Comme expliqué dans l'articié ce
potentiel nous donne le chemin réactionnel de la réaction d’inversion. On fafiamiltonien
a une dimension:

Y P P S R (.137)
SIS T s R 2us Rs ORE IV '
gue I'on diagonalise dans la base des fonctions de Bessel, pour chaque valeur de L. Comme au-
dessus, on élimine les vecteurs propres d’énergies tres élevéegravaille maintenant dans
une base contractée de dimension réd{iitg)}. On ne définit pas de nouvelle grille avec la
méthode H.E.G. pour ne pas alourdir la méthode pseudo-spectrale car les nouveaudepoints
grille dépendraient de L.

On réalise la méme opération en contractant les fonctions de Jacal&fieissant le poten-
tiel V.;,(#), en minimisant par rapport aux autres coordonnées et en diagonalisant
h? 2 0 %) (k +v)?
H () = —(————=sin20— + ——
11(0) /,ngq( sin2000 00 + (1 — cos 26)
dans la base des fonctions de Jacobi, pour chaque valelurde (o., est la valeur de a
I'équilibre). On travaille avec la base de fonctions contracté +”'>}.

)+ Vers(0) (.138)
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On tient compte de la symétrie pour réduire la taille de la base contr&ct@a travaille
finalement dans la bagés,..)} @ B() . avec les conditions sur les nombres quantiques données
ala section 6.4.
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7.3 Methode de Lanczos

7.3a) Introduction

Lorsque la base moléculaire finale n'est pas trop grande, et conduit a une rhatmde
tonienne que I'on peut garder en mémoire centrale, le calcul des valeurstetirgepropres
se réduit généralement a un simple appel d’un sous-programme d’une dits@igntifique. Il
en existe un grand choix, qui permet, par exemple, de ne calculer que les plus lzdsges v
propres, ou celles situées dans une fenétre d’énergie donnée. Malhewgatjda plupart des
systemes considérés correspondent a des bases moléculaires ne répmdare petere de
taille limite. Dans de tels cas, il est nécessaire de recouris &amdghodes itératives qui ne four-
nissent qu’une petite fraction d’un spectre trés riche en niveaux d’énkeegieprincipe consiste
a construiraun sous-espace de dimension rédgwe par diagonalisation, fournira les niveaux
d’intérét (dans notre cas le bas du spectre). Nous ne présenterons ici cetbtalede Lanczos.

7.3b) Sclema ¢eréral

L'algorithme de Lanczos possede trois caractéristiques essentielles :

- la premiere et la plus importante provient du faitijobnverge tres rapidement les régions
les moins denses du spegtezest a dire le bas et le haut du spectre. En effet, la convergence
de l'algorithme est ei;“+.=7| ol E; est I'énergie du iéme état ét,,,. et £,,;, les valeurs
extremes du spectré ;

- il génere progressivement I'espace de Krylov formé par tous les étatsagrdprH qui se
projettent sur le vecteur initial que I'on a choisi

- enfin, il fournit une base de cet espace qui remdlagonalela matrice hamiltonienne.

En effet, le principe de I'algorithme de Lanc265'%715° consiste a construire itérativement
une nouvelle bas€|u,,),n = 0,..., N} d’apres le schéma récursif suivant:

B lttng) = { I — an } [un) = Bulun1) (.139)
an = (| Hlum) 140
{ Boyr = (Unga|H|un) (-140)

Dans la nouvelle basgu,,) } orthogonale, le Hamiltonien adopte une représentation matricielle
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tridiagonaleT :

On peut remarquer que cet algorithme est bien un schéma direct pgisaleel’action de
I’'Hamiltonien A sur un vecteur est nécessapeur construire le nouveau vectdur, 1 ).
La méthode de Lanczos revient donc a effectuer un changement de base : base-initizdese
de Lanczos.

Elle présente au moins trois avantages.
Tout d’abord, cette matrice tridiagonale est bien plus facile a diagonatiaeramserver en mé-
moire que la matrice hamiltonienne initiale.
D’autre part, 'espace engendré par les vectélrrs),n =0,..., M — 1) est égal a I'espace
de Krylov engendré par les puissances successives de I’'Hamiltonien apgligeéteur initial
(o), H|uo), H?|ug), . .., HM=1|ug)) qui est aussi I'espace engendré par les états propres de H
se projetant sur le vecteur initial. Le point essentiel a retenir, avaani est le fait que I'on ne
peut converger que les états propres qui ne sont pas orthogonaux au vecteur intégbr&et
priété peut étre exploitée pour travailler sélectivement dans chaguesentation irréductible
donnée en choisissant un vecteur initial de symétrie définie.
Enfin et surtout, comme indiqué ci-dessus, I'algorithme de Lanczos convesyeapidement
le bas du spectre. Il est donc possible d’obtenir une énergie considérée conutes éans ce
domaine, en effectuanih nombre d’itérations tres petit par rapport a la dimension de la base
initiale. La convergence devient alors de moins en moins rapide lorsque I'on s’enfonce dans le
haut du spectre.

Dans les résultats présentés dans cette these, seules les€pelgs projections du vecteur
|ug) sur les états propres sont obtenues a l'aide de I'algorithme de Lanczos. Esatils trois
vecteurs sont gardés en mémoire, c'est a dire les vecteurs), |u.,,) et|u,+1) au cours de la
n‘™¢ itération, ainsi que les coefficients de la matrice tridiagonale. Pareqoiesit, cette meé-
thode ne nécessite pas une grande place mémoire. Pour obtenir les vecteurs ibfapdzait
conserver tous les vecteurs de Lanczos ou les recaléuler

13. En fait, ce n'est pas aussi simple car la précision fie @rdinateurs induit une perte d’orthogonalité dans
la nouvelle basé! 152 (aprés un grand nombre d'itérations les premiers vestdar_anczos ne sont plus orthogo-
naux aux derniers). C'est pourquoi, pour obtenir les vast@uopres excités, il faut utiliser ungliagonalisation
filtree» en appliquant Lanczos sur un opérateur qui commute avec i qua accélere la convergence de
I'algorithme'53:154,
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7.3c) Applicationa I'ammoniac

La méthode«Split Hamiltonian Formulationconsiste a appliquer de facon répétitive I'Ha-
miltonien sur la fonction d’onde exprimée dans la bfisg.)} @ B{!) , dans le but de propager
I'algorithme de Lanczos. Le choix de la base contractée et symétriséiemprdu fait que cette
base est la plus compacte pour exprimer les vecteurs de Lakpzgg. Pour implémenter
I'algorithme de Lanczos, 'HamiltonieH a été scindé en quatre termes seulement, a savoir

H = TRSQ + Ty + T@Wlﬁl +V (141)
Chaque terme est traité de la facon suivante :

1. I'énergie cinétique radial® ., .

Ce terme,Tp,, = QMLB;Q — %Rls 88];]% — L2 est diagonal dans la représentation

spectrale non-contractée, puisqu’on a en effet:

(nrh)? | (hE)’

TR oYk kivn) = ( NV Lk kivn) (.142)
2p 243
2. Premier terme angulaifE,.
oh2 8 ﬁ2PAS h28——22hL pAsaa ;
Ce terme,Ty = — = A Dsin205 4+ = (1 020) £ est diagonal dans la

représentation mixte (grille et spectrale) suivalrlﬁg ki kivp)- ENeffet:

K28 kE+v k+ v
To|Vrkikivp) =— (L+ Lhad |)( Lhad | )|‘I’Lk kv p) (.143)
o; 4 4
3. Second terme angulaité,., s, .
Cet T B 2(1’52—@13,45) cin @ iz iz L t
€ terme, b — +MQ2(1+C052€) + MQ2(1+C052€)( + + —) + 2102 Cos2 6/2 PASHS €s

tridiagonal dans la représentation mixte suivddte; . s, ,), ce qui donne:

TenmlViskpp) =
(Z(th(L +1) — (hk)?) hiuk
1102(1 + cos 20;) 2p02 cos? B, /2

L.pas)|VEskgyp)
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sin 0,h*
1102(1 + cos 20,
sin §,h>

1102(1 + cos 20,

Crh VL sk—250p)

)kacfkq-l |\I}Lsk+2ﬁv p>

4. L'énergie potentielld/ .

Ce dernier terme est diagonal dans la représentation grille a six dimefsigns i, x
R3ﬁ><05><99g><9p} .
{\I}Lk,‘cklcunc} — {\I}gqﬁsgp} (144)

Lorsque chaque terme a été appliqué dans sa propre représentation, & estidkprimé
dans la base contract®e,,,, @ {|5,.)} dans laquelle les vecteurs de Lanczos sont exprimeés.
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Conclusion sur la methode nunerique

La méthode«Split Hamiltonian Pseudo-spectral Approagitésente difféerents avantages:

1) 'utilisation simultanée de méthodes de contraction et de I'algorithni@dezos permet
de travailler dans un sous-espace de taille réduite par rapport a I'esyiidade Gontenant toute
la physique du probléme.

2) Lencombrement mémoire est évité. En effet, seuls trois vectiamns la base contractée
ainsi que les valeurs du potentiel sur la grille sont conservés. A la fin, lace&amiltonienne
est de taille réduite et tridiagonale.

3) Les opérations que I'on effectue pour construire la matrice hamiltonienneedative-

ment simples et rapides puisqu’elles consistent a faire agir des opérdtagonaux sur des
vecteurs, et a multiplier des vecteurs par des matrices de taillgteé
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8 Reésultats nuneriques

Le potentiel que nous avons utilisé est celui publié par Martin, Lee et Taylbs’écrit
sous la forme d’un développement de Taylor a I'ordre quatre par rapport a leey@@aiequi-
libre (C3,), et il est exprimé en fonction des coordonnées internes de valence. Ce glaenti
été obtenu par des calcudb initio de tres haut niveau (CCSD(T)/ccVTZP). Pour connaitre la
valeur du potentiel en un point, exprimé en fonctions de nos coordonnées, il sutiibld’ &
lien entre nos coordonnées et celles de valence. Ceci n'est pas tratediffisque les coor-
données hypersphériques sont définies a partir des coordonnées de Jacobi etequenked
les coordonnées de valence et celles de Jacobi s’obtient par un simple changebzset des
résultats de nos calculs, obtenus apres 700 itérations de I'algorithme deokasont présen-
tés dans les tableaux .3, .4, .5 et .6. Nous les avons comparés avec ceux ohtéfardgat
al.”? a partir de la méme surface, mais avec un systeme de coordonnées, illoirlamet une
approche numeériqgue radicalement différents (I’'Hamiltonien contient plus dee2®@s). Nous
avons aussi comparé les résultats de nos calculs avec ceux prédits far Mag et Taylor a
partir de leur surface de potentiel et en utilisant une approche perturbativegeeauggs cor-
rections tenant compte des résonances de Fermi (colonne "PT” dans le tabldaang)es
tableaux qui suivent (.4 et .5), nous avons comparé nos résultats aux valeznsnexypales.

La base que nous avons utilisée possede les caractéristiques suivantes :

- 10 fonctions contractées de({¢|5,.)) combinées a dix points de grille obtenus par la
méthode H.E.G. Pour réaliser la contraction, nous sommes partis de 40 fonatiomnsSso-
ciées a 60 points de grille. Le nombre de points de grille est choisi de sorte que lesites
intégrales soient parfaitement convergées. Ce nombre ainsi que le nomlmectierfs sinus
n'interviennent pas dans le calcul final.

- 25 points de grille pourzs. Pour les fonctions de Bessel, lorsque# 0, il y a toujours
plus de points de grille que de fonctions initiales ( voir la relation donnée danstiars8ae
la Ref®?). Ceci revient a dire que le nombre de fonctions de Bessel dépend de L (il ne vaut 25
gue dans le cas = 0). Le nombre de fonctions contractées dépend aussi de L suivant la méme
relation, et ce nombre vaut 15 polr= 0.

- 20 fonctions de Jacobi pour chague valeutde & combinée a 23 points de grille et 10
fonctions contractées.

- 6 ondes planes pouy; etp. Nous avons remargqué que pour ces angles, il était possible
de prendre autant de points de grille que de fonctions de départ puisque le potentiel dépend tr
peu de ces angles.

En outre, dans I'algorithme de Lanczos, les vecteurs sont exprimés dans une basessgm

et contractée de 604.800 fonctions et nos calculs prennent 14645 secondes (environ 4 heures
CPU) en temps machine pour chaque représentation irréductible sur un IBMERIRE397.
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Un tel schéma géneére une grille de taille tres importante. La grarajerité de ces points
de grille correspond a des géomeétries d’énergie potentielle tr&selEn ces points, la fonction
d’onde peut étre négligée pour les états localisés dans le fond du puits dewibieus avons
donc négligé I'amplitude de la fonction d’onde sur tous les points dont I'énergie pdieste
situait au dessus d'un seuil..;; = 30000 cm~!. Ceci permet d’avoir a stoquer les valeurs du

potentiel seulement sur un nombre trés restreint de points.

Les résultats présentés dans le tableau .3 sont associés au cdlobigtd de Martin, Lee et
Taylor qui inclut les corrections provenant des résonances de Fermigrdté., d’'une part,
et 3 et 2v, d’autre part. Les constantes spectroscopiques associées aux réesonanaesi de Fe
calculées par Martin, Lee et Taylor valeRt ., = —73.01 cm™! et K344 = 63.88 cm!. Le
calcul perturbatif ne peut pas tenir compte de I'effet tunnel, c’est pourquoi il reepté& qu’un
niveau pour chaque état. Comme nous pouvons le constater, nos résultats sont trés geoc
ceux obtenus par Hanabt al., et ceci méme pour la valeur absolue de I'énergie.

Pour étre certain que nos résultats sont bien convergés, nous avons augnaititede la
base et étudié la variation d’énergie. La nouvelle base que nous avon®gsida suivante :

- 15 fonctions contractées @€(o|5,..)) combinées a 15 points de grille obtenus par la mé-
thode H.E.G.

- 35 points de grille pourz;. Le nombre de fonctions contractées vaut 21 pout 0.

- 25 fonctions de Jacobi pour chaque valeurde £ combinées a 28 points de grille et 14
fonctions contractées.

- 8 ondes planes pouf ete.
Dans l'algorithme de Lanczos, les vecteurs sont exprimés dans une base syenétri

contractée de 3.494.400 fonctions (1100 itérations de I'algorithme de Lanczoshléauab
présente la variation de I'energie en fonction de I'augmentation de la basdgsdi@nctions

(A1)
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TAB. .3 —Premiers niveaux dé& H; (¢ ~!) obtenues a partir du potentiel MLT

Cetravail Ref? PT Expt!?

Point zéro| 7460.93 7461.53

Point zéro| 0.00 0.00 0.00
0.21 0.22 0.79

v(A}) | 101828 1018.33 10373 932.43
vp(A7) | 103030 1030.58 968.12

vi(E') | 1639.52  1639.71 16373 1626.30
vi(E") | 1639.85  1640.01 1627.30

1 (A}) 3369.83  3369.88  3335.7  3336.11
v1(AY) 3370.44  3370.61 3337.10

vs(F') 3474.87  3475.09  3425.0  3443.63
vs(E") 3474.92  3475.14 3444.00
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TAB. .4 —NiveauxA’ et AY de N H; (crn™') obtenus a partir du potentiel MLT. Déd. signifie
dédoublement calculé.

Cetravail(A]) Expt!?  Cetravail(Af) Expt!® Déd. Expt.
Vv 1018.28 932.43 1030.30 968.12  12.02  35.69
2wy 1805.35 1597.47 1975.53 1882.18  170.18 284.7
31, 2500.50 2384.17 2957.82 2895.61  457.32 511.4
2v4(l = 0) 3244.66 3216.10 3246.18 3217.78  1.52 1.68
" 3369.83 3336.11 3370.44 3337.10  0.61 0.9
4y 3504.05 3448 4078.59 4045 57454 597
vy + 2u4(1 = 0) 4245.89 4115.62 4264.26 4173.25  18.37 57.63
v+ 1 4405.21 4294.51 4415.01 4320.03 9.8 25.52
va(l = 1) +wy(l = 1) 5110.24 5052.61() 5111.59 5053.18(0  1.35  0.57

(a) Ref?®
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TAB. .5 —Niveauxt’ et £ de N Hz (cm™') obtenus a partir du potentiel MLT. Déd. signifie

dédoublement calculé.

Cetravail £') Expt!® Cetravail(£”) Expt!® Déd. Expt.

n(l=1) 1639.52 1626.30 1639.85 1627.30  0.33  1.00

ve +ra(l =1) 2645.68 2540.43 2661.82 2586.02  16.14 45.59
2u4(l = 2) 3268.58 3240.44 3269.10 3241.62  0.52  1.18
2wy +ua(l = 1) 3407.07 (-) 3604.87 (=) 1978 (=)
vl =1) 3474.87 3443.63 3474.92 3444.00  0.05  0.37
3uy + 14l = 1) 4122.69 (-) 4591.83 (=) 469.14 (—)
vy + 2u4(1 = 2) 4264.02 (-) 4277.74 (=) 1372 (=)
vy +us(l =1) 4520.26 4416.19 4525.23 4435.40  4.97  18.49
3ua(l = 1) 4838.61 (-) 4839.59 (=) 098 (—)
v+l =1) 5003.35 4955.94 5004.1 4956.80  0.75  0.86
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TAB. .6 —Variation de I'énergie {m ") lorsque I'on augmente la taille de la base de N
604.800 fonctions a N= 3.494.400 fonctions.

(A7) Ny N, Variation de I'énergie
Point zéro 7460.93  7460.87 —0.06
vy 1018.28  1018.23 —0.05
21, 1805.35  1805.32 —0.03
31 2500.50  2500.41 —0.09
2v4(1 = 0) 3244.66  3244.50 —0.16
vy 3369.83  3369.74 —0.09
4y 3504.05  3503.95 —0.1
vy 4 2v4(l = 0) 4245.89  4245.57 —0.32
v+ 1y 4405.21  4405.10 —0.11
va(l = 1) + gl = 1) | 5110.24  5109.58 —0.66
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Quatrieme partie

Conclusion et Perspectives
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Nous avons présent@n formalisme général qui fournit toute une gamme d’Hamiltoniens
moléculaires sans avoir recours au calcul difféerentiel, et ceci quelque sodrgre d’atomes
Ces Hamiltoniens sont écrits en fonctid@ moments cinétiques se présentent sous une forme
tres compacteCependant, il faut noter qu’il est toujours possible de développer les moments
cinétiques. Dans ce dernier cas, I'utilisation du formalisme vestatintervient que pour gé-
nérer 'opérateur énergie cinétique sans passer par le calcetdtitiel. Il est alors possible de
comprendre I'origine de chaque terme, et de procéder a un regroupement de certaires d'e
eux afin de traiter les singularités apparentes ou d’assurer la syméthiermiticité.

Ce formalisme a été associdaméthode numériqueSplit Hamiltonian Pseudo-Spectral
Approach». Celle-ci consiste essentiellementiere approche pseudo-spectrale non produit di-
recte, couplée a des méthodes de contraction ainsi qu’a I'algorithme de Lanczos

Une conclusion importante de ce travail repose sur le faitroptee approche méthodolo-
gique est parfaitement adaptée a la stratégie numérguieombine I'algorithme de Lanczos a
la méthode pseudo-spectrale. En efiehombre de termes est trés petihaque terme interve-
nant dans I’'Hamiltonien estermitiqueettotalement symétriquet enfintoutes les singularités
apparentes sont traitées analytiqueméiatutes ces caractéristiques sont particulierement avan-
tageuses lorsque I'on veut utiliser une méthode de diagonalisation itérativee I'algorithme
de Lanczos.

Nous avons appliqué I'approche générale a I'étude de 'ammoniac.

Grace a cette méthode, nous avons pu converger une quarantaine d’'étatermesegliatre
heures de temps de calcul (sur une station IBM RISC 6000-397), pour chaque représentation
réductible, ce qui nous permet d’espé&enverger des états plus hauts en énergie et de pouvoir
rajouter la rotation dans un avenir proche
En outre, il faut insister sur le fait qua stratégie numérique pourrait &tre grandement amélio-
réeeen utilisantdes méthodes de contraction plus sophistiqugescelles présentées dans cette
thése, en particulier, des contractions a plusieurs dimensitfs'®. |l serait aussi concevable
d'utiliser une diagonalisation filtré&*15415% et mémaeune approche dépendante du tefhps-160:161,
en remplacant I'algorithme de Lanczos par un développement de Tchebychev eatéyp”
évolution, par exemple. Il sera donc certainement possilalepliquer cette approche générale
(méthodologique et numérique) a d’autres systemes, méme de taille plusanteort

Une question tres importante doit maintenant &tre posée : a quels systetteespproche
générale doit étre appliquée?
Il semble que ce soient surtoatix systemes présentant des mouvements de grande amplitude
tels que les isomérisations ou les dimeres de Van der Waals, qui exploraetupdysuits de vi-
bration. En effet, la puissance du formalisme vectoriel réside d’une paststan utilisation de
coordonnées de Jacobi (méme si certaines parties peuvent étre repaearaéd’aide d’autres
coordonnées) et, d'autre part, dans I'avantage qu’il a de fournir une base déeagli permet
de traiter les singularités apparentes. Tout cela constitue un cadteanesdapté pour les sys-
temes cités ci-dessus .
En revanche, dans le cas de molécules semi-rigides, possédant un seul puitattanires lo-
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calisé, et ne présentant pas de singularités apparentes, on peut se demeanedelle approche
reste pertinente, ou s'il ne serait pas préférable d'utiliser une base pdbehgi tres localisée.

En ce qui concerne la molécule d’'ammoniac, la comparaison avec |'exp&isést mon-
trée plutdt décevante ce qui prouve que la surface de potentiel n’a pasétééide reproduire
les valeurs expérimentales.

Ceci améne deux remarques.

- Une plus forte synergie serait souhaitable entre ceux qui étudient la dynamique des noyaux

d’une part et ceux qui calculent I'énergie potentielle d’autre p&test pourquoi, nous souhai-

tons débuter une collaboration avec les chimistes quanticiens du laboratditerdpellier,

en particulier pour calculer une nouvelle surface de potentiel sur 'ammoniacrai¥entent

a celle gue nous avons utilisée ici, il faudra que la nouvelle surface soitlealpar rapport a
differentes géomeétries le long du chemin réactionnel (en partiquaierapport a I'état de tran-

sion dont la géométrie est plane), et plus seulement par rapport a la fyieciréguilibre. Ceci

nous permettra de "fitter” les coefficients du potentiel par comparaison elisget les valeurs
expérimentales pour obtenir un spectre a la précision expérimentale.

- Par ailleurs, il serait particulierement intéressant d’étudars quelle mesure I'approche
générale présentée ici pourrait étre combin&es méthodes de contrainte¥"!%2, Cela per-
mettrait de focaliser I'étude de I'énergie électronique sur certaigsédede libertés, un point
qui nous parait indispensable aujourd’hui pour faciliter le traitement de systiaragle supé-
rieure.
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9 Appendice 1: Coordonrees non orthogonales

Dans cet appendice, nous allons nous placer dans le cas le plus général. Unde@léc
N atomes sera décrite a I'aide d’un bouquet quelconque deN — 1 vecteurs:R,, R,, ...,

R,, le systtme de coordonnées n’étant plus nécessairement orthogonal. Ce qui nwets per
d’introduire le cas trés important des coordonnées de valence. Ces veantirel@s aux

vecteurs de Jacobti, r», ... , 7, de la fagon suivante :
B, 7
L N (.145)
R, g

ou A est une matrice non singuliéfeNous avons vu que I'expression de I'opérateur énergie
cinétique en fonction des coordonnées de Jacobi est donnée par I'équationeStivrahtes :

QT = Z p;pl = (ﬁlTvﬁQTv s 7ﬁnT) M_l (ﬁlvﬁ% s 7p_§n)t (146)

ou u est la matrice diagonale des masses réduites associées aux vectéacslieetp; le
moment conjugué associéa De I'équation (Eg. .145), il découle:

B Py
Pz _pr| B2 (.147)
P P,

On obtient donc I'expression de I'énergie cinétique en fonction des nouvelles coéetonn

—
1>

)

N LA At st 41 Y 5N\t
2T = > P, M;P;= P ,P,..., P, M(PI,PQ,...,Pn) (.148)
ou la matrice symétrique M est donnée par:
M=Ap"'At (.149)
Nous rappelons que I'expression du moment conjugué au vekteast donné par 'équation:

_ g A L
P =pe_ 1
3 Rz

(.150)

olI¢; est le vecteur unitaire le long de et L, le moment cinétique associé@& Comme dans le
cas des coordonnées de Jacobi, nous allons iderdtifiéf a ark,. Les axes x ety du référentiel
(BF) sont définis en imposant/a,_, de rester paralléele au demi plan("G2P", 2BF > 0).
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Nous allons maintenant introduire le moment cinétique total :
fzznjiizznjéi/\ . (.151)
dans I'expression de I'énergie cinétique.
Le vecteurL, est remplacé paf — 7= L.

Il faut alors séparer les comportements des difféerents momentsoieéti

— le moment cinétique totaf:

Ses composantes (BF) sont auto-adjointes et vérifient les relations de cdiomintaersees ™ :

[jim jzy] = —Zhjw 3 [jiy, jZZ] = —Z/L”ij 3 [jzz, jm] = —Z'hjiy (152)
Jr = Jsr &t ZJZ'yBF = jhet W[Sinﬁaa + Zaﬁ — cot ﬁaw]
J. = —ihd,
A 1
) = —Rh——0psi ——— (a2 — :
(J%) [Sinﬁag sin 805 + Sinzﬁ(aa + 0,2 — 2cos $0,0,)]  (.153)
ou «a, 3, v désignent les trois angles d’Euler qui reperent (BR).dtopérateur differen-

H 2]
tiel 5

— Les moments cin’etiquefé (i=1,...,n-2) associés aux vecteLEs(izl,...,n-Z).
Ces derniers sont indépendants mathématiquement de la définitionetestiels (E2) or
(BF). C’est pourquoi, leurs projections sur ces référentiels sont donnétssgarmules
habituelles et vérifient les relations de commutation normales

N N

[[A/ixa j/zy] = hl;. ) [[A/iyv jfzz] = Zhjfzx ) [[Aflzv LM’] = Zhj”y
L., = ih(sin ¢;05, + cos ¢; cot 0;0,)
[Ajiy = Zh(— COS qbza@l —I_ Sin sz cot ala(bz)

jfi:l: == [A/m + Z[A/Zy == heii(b" [:l:agl + 1 cot (928@]
Li. = —ihd,

1

sin 6;

1
1?2 = —hz( 0y, sin 0,0y, + —2835) (.154)
sin” §; *

ou chaque vecteur; est localisé par les coordonnées sphériqugsi, ¢;) quelque soit
le référentiel.
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— Le moment cinétiqué,,_, associé a2,

La composante y-BF dé,_;, n’est pas hermitique car la définition du (BF) est lige &
R,_1.0On obtient:

n—2
L(n_l):tBF == L(n_l)l,BF + iL(n_l)yBF = —cot (gn_l[JZBF - Z LZ'ZBF] + hagn_l
=1

jj(n_l)ZBF = jZBF — Z [A/Z'ZBF

([A/(n_l)iBF)T = [A/(n_l)iBF + h cot 9n—1 3 ([A/(n_l)ZBF)T = L(n_l)ZBF (155)

Pour obtenir ces expressions, il suffit de remarquer que I'expression des composantes

(E2) deLn 1 s’expriment de la méme fagon que pour les vectéuig=1,...,n-2) puisque
la définition de (E2) est |ndependantem1. On applique ensuite la matrice de rotation
de~ autour de I'axe z de (E2) et I'on identifiga 2,

On obtient I'opérateur adjoint par une intégration par pditiea remarquant que I'élément de
volume euclidien:

dr = R?sin BdR,dad3R?_, sin 05T dR,_, dvdoPr, H RZsin 0T dR;d¢Pt d9P  (.156)
=1
fait intervenir I'éléement de lignein 4,,_;df,,_;:
; 0

(L,) =L+ | ihcot b, (.157)

De la méme fagon?” = —ihdg, et:

(Pt =P — (.158)

En utilisant Eqg. .150, les composantes (BF)fdeéizl,. .., N-2) sont données par:

) . ]:3{’ sin 0P% cos pP1 + R% (— sin PF :fin QbiBF[A/Z'ZBF + cos eiBF[:/inF)
Pi=(P) = | Prsin0PsinPr + % (— cos 0PT L, 5r + sin 0BT cos qb?FLZ»ZBF)
]5{ cos OPF + L (— sin 081 cos qb?F[A/inF + sin #PF sin qb?Fﬁm,Bp)
(.159)
Toujours avec Eq. .150, on obtient aussi les composantes (BE) de

BF §
cos €n_1L(n_1)pr

.
A P 1 sm(? T

=4 9 L BF Sin@BFL BF

P = _COS n—=1"(n—1)z n—=1"(n—1)z 160
n-l Rn_1 —I_ Rn_1 ( )

5 BF 71
sin €n_1L(n_1)pr

Dr BF
Pr_ cos07f —

n—1
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sin #B
en remarquant que les composantes (BFjy,de sont égales 4 0 . Nous avons vu
cos HB

~

gue la composante y-BF de._, n'est pas hermitique, c’est pourquléjH ne I'est pas aussi:

)
s f . L _ NE,_
(Po_y) =&, Pt 4 2ot DOt (.161)
Rn—l
) ] “, T . “,
On obtient finalement?,_,) en fonction de”,,_; :
—ih
A, T A, Rn_1 siné’ffl
(Pn—l) = Pn—l + 0 (162)
0
On utilise maintenant les commutateurs suivants:
[f/(n_l)xBF,cos 051 =0; [[A/(n_l)xBF,SiH 051 1=0 (.163)
[f/(n_l)yBF, cos 981 ] = ihsin HPF [f/(n_l)yBF, sin 087 = —ih cos HPT] (.164)
[f/(n_l)ZBF,cos 9581 =0, [j/(n_l)ZBF,SiH 9511 =10 (.165)

On obtient?,, en remplaganfn par son expression en fonction des autres moments cinétiques:

L(ijiF — 2?2_11 jjinF)

~ Ry y
P, = ]iln (—JxBF + Z?:_ll LixBF) (.166)
Py
et donc
ihcot 6BF,
N N T Rn
P, =P, +1 0 (.167)
—2ih
Ry

1
Reprenons maintenant I'expression de I'énergie cinétique (Eq. .148) ptagomsP; par son
expression (Egs. .159, .162 et .167 ), ce qui condulit a:

oT = Z Mi,]ﬁi-ﬁj (.168)
,7=1
" ih P sr ihcot 0BE P, nr 2ihiPysr
—M; g ——E—— + M;, nolt W = .169
+ ; ( el Rn—l sSin 07?—}71 + ' ( Rn Rn )) ( )

Le premier termey?,_, M;;P;.P; se présente sous la méme forme que I'énergie cinétique
classique, nous I'appelerorkénergie cinétique classiquemais il ne faut pas oublier que les
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composantes (BF) dé,_, et P, ne commutent pas toujours avec les composantes des vecteurs
P;. Nous allons introduire les commutateuf$ [P,;] = P;.P,-P;.P;:

2T = éMm(ﬁi)z — % Dn1yeBF + hg (cot PF P nr — 2P, 5+)170)
b oSS MUBLB 2SS M BBy 20y BB (171)
=1 j>i,j=1 A i=1
. nz—:? i, (m cot eg_FleBF - thgzw . [ﬁnaﬁi]) (173)
=1 n n
v Mo (m cot ef_j%f(n_l)xw - zmﬁgl)zw - Rzi?f@}g ., [Ign_l,i]l)M)

C’est le fait que les opérateurfé(n_l)yw et ﬁnyw ne sont pas hermitiques et que certains
commutateurs ne sont pas égaux a zéro qui génerent les deux derniers dertaederniere
ligne et les quatre autres lignes. La premiere ligne a la méme forme qudteprr obtenu a
partir des vecteurs de Jacobi. Ce terme peut se réécrire sous la fokaetsui

i s, 2 thM,_1 o1 . thM,, ,, .
Z ]\4272 PZ - ﬁp( 1)zBF + R (COt (9B lpanF 2anBF) =
221 7’L T
" 2k Pr =M, M\ st s
M; ; 2 AT N [
: o550 5 G- )
s B\ Mo (FT e J L)
L L n,n ( 7
+ Z ( = ) + 7 (:175)
=1 j>1,5=1 n n

Il faut insister sur le fait que I'ordre des opérateurs est tres imporiautre part, on peut

remarquer que cet opérateur est identique a celui que nous avons appelgie cinétique
5 . . 5 2 AR : :
classique, si I'on placel.,,_; a droite et si 'on remplacél;) parl,.L;, ce qui a de I'impor-
tance que dans le cas=n — 1.
Nous allons maintenant étudier les autres termes:

- le premier terme (.171) provient des termes non diagonaux de I'énergiegia&lassique.

- Le terme en dessous (.172) provient du caractére non hermitiqnﬁédeet de la non-
commutation de’; avecP,_;.

Il faut alors utiliser les relations de commutation suivantes:

[[A/m,, sin ¢;] = ih cos*(¢;) cot 0; ; [[Ajm, cos ¢;| = —th cos ¢; sin ¢; cot 6; (.176)
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N N

[Liz,sin6;] = ihsin ¢; cos 0; ; [L;z, cos0;] = —ih sin ¢; sin §; (.177)

[[Ajiy, sin ¢;] = th sin ¢; cot 0; cos ¢; ; [[Ajiy, cos ¢;] = —ihsin®(¢;) cot b; (.178)
[[A/iy, sin ;] = —ih cos ¢; cos 0); ; [[Ajiy, cos 0;] = ih cos ¢; sin 0 (.179)

[[A/Z'Z, sin ¢;] = —th cos ¢ ; [[A/ZZ, cos ¢;| = th sin ¢; (.180)

[[A/Z'Z, sin ;] = [[A/ZZ, cosf;] =0 (.181)

Ces équations proviennent de I'expression des composantes (Eii;)(idva, ..., n-2). En uti-
lisant ces commutateurs, on obtient le résultat suivant: le terme ewvasalest en fait nul! Ce
qui implique que

L Pi=2P,.P,_, (.182)

L'ordre des opérateurs doit étre respecté!

- Le terme suivant (.173) provient du caractere non hermitiquéﬁet de la non commu-

tation deP; avecP,.. En utilisant les commutateurs ci-dessus, on montre gue ce terme est aussi
nul.

- Le dernier terme (.174) provient de la non hermiticite/leet P,,_,, et de la non com-

mutation deP,_, avecP,. Toujours a I'aide des commutateurs précédents, on obtient que ce
terme est égal a

2ih M, _1.,

0 (.183)

(14 sin’(085)) L gy }

—]57’_ cos OBF 1 -
{ n—1 n—1 SIHGE_Fl

Ces termes ont tous une origine purement quantique.

On obtient finalement:

~ A Zth_ n— A Zth,n F F
2T quant = 2Telass + mp(”‘”x” 5 (cot0,_y P, 5r — 2P, 5(.184)
2hMy_y - s (L sin?(025)) Li,_qy,mr
mly _pr 0 .185
—I_ Rn { n—1 €08V, _4 —I_ Sin eff‘l Rn_l ( )
R n 5 2 n-l  n 5o n—2 5o
2Tetass = Y M (P;) +2Y. > M ;PiP;+2> M, P.P,
=1 =1 5>1¢,5=1 =1
+ 2My1, PPy (.186)
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L'expression quantique de I'opérateur énergie cinétique contient seulementatenes sup-
plémentaires par rapport a sa contre-partie classique provenant des thagenaux eni/,, ,,
etM,_,,-1) et deux autres termes provenant des terme®/gn ;.

En développant, on obtient I'expression finale en fonction des composantes (BRpdents
cinétiques:

\ " Pry:  ihPr
™ = ZMZ,Z (( : _ : )
= 2 R;

+ Zn: Mi7j{sin((9i) sin(6;) cos(¢; — ¢;) + cos(8;) COS(@j)}ﬁfﬁf

1,y=13<yg

n—1 prjjz
+ Z M; ;sin(6;) sin(0;) sin(o; — ¢;) ( = )

i j=Tii] ki
[t A M; ;cos(0;) M, e~iti [T it [T
Pr . 02 .7 J o T,n 7 7
+ 2 Bisind )( R; R, %
1,7=1i#7 J
1AL Ty
. 7,n P 02 : i
3 e rsnto) (—H )
"M —idi [+ _ gidi [
_ Z R’] jr cos(Hj)sin((%) (e : 5 ‘ : )
Q=L U !
n—1 Mz . 1 ) )
+ o (Cos(ei) cos(0;) + — i sin(@i)e“‘sﬂ sin(ej))
| G R 2
1,7=1;2<g
M, M., M, \ (L
_ RR. cos(0;) — Rk, cos(f;) + oR: } ( ; j )
1

Mi n M‘m Mnm AZ_[AJ-I'
B oy e Ly } ( 2 ])
(3 T i T n
n—1
_ M sin(0;) sin(6;) (e (i) fHi+ 4 €¢(¢i+¢J)ﬁfz_)
. 44RZ’R]' J L ¢
1, 0=152<y
4 s Mnn n Mm’ Mi,n COS(@Z') QTE
= [ M . : M,.)» -
+ > {RR] sin(0;) sin(0;) cos(d; — ;) + 23’2 }LiZLjZ
ii=ti<i Il z
n—1 M. M. e~ [ L et [T .
. 0 _ 1,7 02 7. 7 i LZ
+ mzzl;iq sin(6;) ( RR, cos(0;) + RjRn) ( : ;
n—1 M. M. e~ L Lt 4 el [
02 o 1,7 0 1,7 1zt iz dsj
+ oy sin(6;) ( RR, cos(0;) + RiRn) ( 5
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L §2 oMuasin(@) (eI 4 eI G
N M, cos(0;) M, (JYL; +J L
R.R, 1%2 2
=l N T L Mmf LM, e~ i [ F _ eibi [T
- ’ ’ “ sin (0 : “) (187
( 7 )* o A R, )( ) )( °7)

Cette expression possede un caractere tout a fait général puisgestlvalable pour toute
description vectorielle et quelque soit le nombre d’atomes. En particubée expression
est valable pour les coordonnées de valence. L'expression est tres compaacapport aux
expressions comparabtéobtenues a I'aide du calcul differentiel. Par rapport a I'expression
«classique T = L0, P:M;;P;, il 'y aqu'un seul terme purement quantique supplémen-

. ’¢1L+— ¢z . Y .
taire, a savoiy_ "] RMR sin(0PF) (- - ) (si L _, est bien placé a droite dans tous

les produits scalaires). Comme pour la description de Jacobi, on peut utilisesdasuivante:

<(a)76777 FlvquF GBF"'vqb 705F‘2|Q€n 17617(217---7671 27Qn 2>J:
YR )(= 1) n T cos(021)) Y (0FF oFT) LY (058, 021,) ((188)

n—29
ol g¥(cos(f)) est la fonction de Legendre normalisées multipliés(par) et Y 4(6, ¢) une
harmonique sphérique telle qUg* (0., &) = pi(cos(0)) —=cap(iQp)*">#. L'action des opé-
rateurs intervenant dans I'énergie cinétique sur ces fonctions de base ne pdseppaisleme
particulier®4,
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10 Appendice 2: &paration en deux sous-sysimes

Dans cet appendice, nous allons reprendre la séparation en deux sous-systemesi@une
cule dans le cadre du formalisme vectoriel. Nous allons détailler topeertee classique dans le
cas particulier de la molécule d’ammoniac. Comme nous I'avons déja vtitagsurs possible
de séparer une molécule en deux groupes d’atomes séparés. Cette@epatatidispensable
lorsque I'on étudie des dimeres de Van der Waals tels(¢l36), . En fait, on peut I'étendre a
toutes molécules. Dans le cas particulier de 'ammoniac, cela nous a pggmis d’introduire
la symétrie de permutation des trois hydrogenes. Il faut noter que cetteaéparermet en
général de simplifier le formalisme car certains groupes de coordonnésmheas couplés
entre eux.

La séparation est réalisée en trois étapes.
- Séparation de la moEcule dans le cadre de la ®canique classique

Nous appelons (SF1) le référentiel du centre de gravit®f tdeH *) H(9): ses axes sont pa-
ralleles & ceux de (SF) et son centre est le centre de gravi@de (*) H() (voir Fig. .12). De
la méme fagon, (SF2) est le référentiel du centre de gravité'eg?® (voir Fig. .12).

A priori, (SF1) et (SF2) sont en translation non-uniforme par rapport a (SF).

C’est pourquoi quelque soit le vectelir nous avons :

dv dv dv
) e =) o =)

u=x,y,2) (.189)

On sépare I'énergie de translation d’ensemble de la facon suivante :
T = T e e (SF) + TN(SF) (.190)

ou e.g.7n(SF) est I'énergie cinétique de N dans (SF). Nous utilisons maintenant le premier
theoreme de Koenig ou théoreme du centre de masse (voir Chap. 31 dans'l@Rehap. 5
dans la Ref?):

Thwrgone (SF) = Thwpoge(SFL) +Tg,, (SF) (.191)

Dans (.190)7¢.,.(SF)+Tn(SF) estI'énergie cinétique du probleme a deux co(ps;., 3mm ), (N, my)]
(voir Chap. 3 dans RéF). On peut donc écrire:

1 L5 1P

T, SFY+TNn(SF) == — 192
Gabc( ) —I_ N( ) 2 MSR% 2 ILL3 ( )
et Ly
1 Ls 1Py
T = TH(a)H(b)H(c)(SFl) —|— 5@ —|— 5 :3 (193)
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FIG. .12 —Les référentiels (SF1) et (SF2).

(SF)
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On applique le théoreme de Koenig une deuxieme fois :
Tr@pge e (SFL) = Tywpe (SF2) + Ta, (SFL) + Thye (SF1) (.194)
De la méme fagon, on peut écrire (comme pour le probleme a deux corps) :

1 L1 1 P2
T g (SF2 - 195
Enoutre, T, (SF1)+ Ty (SF1) s'identifie a I'énergie du probleme a deux corps
[(Glap, 2mp), (HO, mp)], de telle sorte que
— 2
1 L 1 P2
Te,, (SF1) + Ty (SF1) = ——— 4 =2 (.196)

2u B3 2 o
Utiliser la description de Jacobi revient donc a appliquer plusieurs fois le pren@oreme de
Koenig. Le résultat le plus important est le suivamtous avons séparé I'énergie cinétique de
Hs dans (SF1)voir Eq. (.193)).

Si on s’interesse maintenant aux moments cinétiques :

dR
(L3)SF = (R3)SF X fia( dtS)SF (:197)
Nous utiliserons maintenant la notation suivante : si une opération vectagtltéalisée en uti-
lisant les composantes (SF) des vecteurs, le référentiel n’est pgsé@diu contraire, lorsque
I'on utilise d’autres composantes, par exemple pour tirer avantage desmel&ti89), le réfé-

rentiel est alors explicitement indiqué. Nous développons maintenant E@){ d&9qui donne:

—> —
3 e T . dGN
Ly = 3mp GGy X b L mnGN x (.198)
dt dt
——
afiniti dGGaC_PGac dGﬁ P
De plu§, par définition on &= 5 be = goabe et = =
I'équation (.189) donne
. R dR,
Ll = Rl X /,le—tl
——3  dd, e G, HO
= mH(GabH(a X G# + GabH(b X #) (199)
(a d H(b
L, = mH(GabH<a3 X ng + GabH<b3 X Gdt ) (.200)
avechg(a = ]737];[;1 thg( = ];QIH de telle sorte qué, est le moment cinétique de
[(H, my), (H® mp)] et calculé dans (SF) par rapporta, et
. . dR.
L2 = RQ X g dt2
. PR
A Gy | o dGa HC
— mH(QGachab X # + GabCH(c X ilit)

. dGGa T dGHE
— mH(QGachab X ’ + GabcH di )

(.201)

111



> C\ —
On ad%?“b = fncf”; et ng(j = ];f;{;) de telle sorte qué., est le moment cinétique de

[(Gap, 2my), (H®, my)] et calculé dans (SF) par rapport3,., on obtient alors

L = Li+1Is
(o T s 4GagH | G s O | G s O
= mH(GabCH(a3 X ng(a + GabcH(63 X ng(b LG HE « dGH(Cﬁ)

abc dt

(.202)
En outrel est le moment cinétique dé(*) H® F(°) calculé dans (SF) par rapporta,.. De
plus, siH(® H® H{) est considéré comme isolé :

L=% G HO % Prrcs (.203)
i=a,b,c
avecP ) = L et7’ = T(SF1). On obtient finalement
aGabcH(Z
- 3 AGo HO
L= G HD % mg(#) (.204)
SF1

i=a,b,c

On voit que cette derniere expression est identique a Eq. (.202) (voir &9) sl bien quele
probleme est formellement identique a celuidle) 1 () isolé

Ce résultat peut etre étendu a n'importe quel dimere ot molécule quepeutéparée en
deux sous-systemes : A et B. Biest le vecteur de Jacobi qui relie les centres de masse de A et
de B, et si I'on décrit A parV, vecteurs de Jacobi et B paiz vecteurs de Jacobi. On a alors:

I = T, (SPA) + To(SFB) 4 LR 4 PR
=14 B 2k T

) (.205)

(SFA) est le référentiel de centre de masse de A et (SFB) est@eendiel de centre de masse
de B. En outre, I'énergie cinétique de chaque sous-systeme est donnée par:
Na(m) E.z pr2
2T = ‘ :
am = L ot

=1

) (.206)

oll L; est le moment cinétique da* vecteur de Jacobi calculé dans (SF).

My Mg

= a2 207
My + Mg ( )

HR

M4 (Mp) est la masse du sous-systeme A (B).
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- Quantification directe :

L'opérateur énergie cinétique &st®:

At o
- | =

| Lp Lp PrPr

T:TA+TB+§( s ” ) (.208)
avec '
. Na(m) E E prtpr
2 yim) = (St Ity (.209)
) ; pltf

si on utilise les angles définis par rapport aux axes de (&F) 057, 071, ©57... ), les projec-
tions des moments cinétiques sur les axes (SF) agissent de la facon labituéés harmo-
niques sphériques qui contiennent ces angles.

- Définition des deux premiers angles d’Euler

Pour séparer la rotation d’ensemble des mouvements internes a la motéeudeallons
définir le réféerentiel E2 de telle sorte que# soit parallele ak. L'action des projections sur
E2 de tous les moments cinétiques (sauflg¢ sur des harmoniques sphériques qui incluent
les angles définis par rapport aux axes E2 est celle qui est habituelle.ti€nlpr les relations
de commutation sont celles que I'on connait bien:

[[A/Z'l,E2 5 j/iyE2] — Zh[A/’LZE2 (210)

(et permutations circulaires) pour tous les moments ¢alif. D'autre part, on peut utiliser
I'équation suivante :

A
=,

+ L2 —2LJ),, (.211)

A ~
- = =

Lp Lp = (J'

KU

avec (.211): L
L=Li+Lg (.212)

ou L_>A(L_B> ) est le moment cinétique du sous-systéme A (B). Ces résultats prasantcarac-
tere tout a fait général. lls sont les résultats du fait pgedeux premiers angles d’Euler sont
mathématiquement indépendants des+ N vecteurs de Jacobi qui décrivent les deux sous-
systemes

La séparation en deux sous-systemes et I'equation (.211) avajanétéépubliées dans
I'article de Brockset al®*. Neanmoins dans la formulation qui a été présentée ici, I'utilisation
du formalisme vectoriel nous a permis de nous passer du calcul differefiglérateur énergie
cinétique est entierement exprimé en fonction de moments cinétiques.

Ces résultats ne sont qu’'un cas particulier de la description de Jacobi. Cepédndant’'s
peuvent étre réexprimés en termes de n'importe quel systeme de coordonteéasss. A ce
niveau, plusieurs cas peuvent se présenter: i) si I'on utilise une descriygaorielle pour
décrire chaque sous-systéme (vecteurs de valence, Radau, Jaébbi,'%,)on peut se passer
totalement du calcul differentiel; ii) si I'on n’utilise plus la descigpt vectorielle pour décrire
un sous-systeme alors soit I'opérateur est déja connu et on n’a toujourssuas thetiliser le
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calcul différentiel (c’est le cas pour NH soit ce n’est pas le cas, il faut alors utiliser le calcul
différentiel pour!” mais la taille du probleme a été considérablement réduite.
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